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Динамический расчёт подземного 

тонкостенного трубопровода с учётом влияния демпфера 

Аннотация. Решается задача по нахождению частот собственных колебаний 

тонкостенных подземных магистральных трубопроводов с учётом силы сопротивления среды 

(демпфера), основанная на применении полубезмоментной теории цилиндрических оболочек 

среднего изгиба Власова-Новожилова, в которой изгибающие моменты в продольном 

направлении не учитываются в виду их малости по сравнению с моментами, действующими в 

поперечном направлении. Решением такого подхода является однородное дифференциальное 

уравнение четвёртого порядка, удовлетворяющее граничным условиям шарнирного 

закрепления на каждом конце. В данное уравнение входят параметры длины, внутреннего 

рабочего давления, тонкостенности трубопровода, а также величины коэффициента упругого 

отпора грунта, присоединённой массы грунта, продольной сжимающей силы и силы 

сопротивления среды (демпфер). Произведя математические преобразования, получена 

система разделяющихся линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка 

относительно функции времени. Решение такой системы при m = 1, позволяет определить 

форму свободных колебаний с не деформируемым контуром поперечного сечения с учётом 

демпфера, для m = 2 форма свободных колебаний демпфируемой оболочки для 2-х полуволн в 

поперечном сечении, m = 3 для трёх полуволн. 

Установлена связь между влажностью грунта и коэффициентом динамической вязкости, 

а также модулем упругости грунта, который в свою очередь оказывает влияние на коэффициент 

упругого отпора демпфированной цилиндрической оболочки. На основании данных расчёта по 
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выведенным формулам установлено, что при значении коэффициента демпфирования больше 

чем собственная частота, движение не будет колебательным, то есть масса один раз может 

перейти через положение равновесия и возвратиться к нему с другой стороны (апериодические 

колебания). Если коэффициент демпфирования меньше собственной частоты, то свободные 

колебания можно условно назвать периодическими или затухающе периодическими. 

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка; собственная частота колебаний; сила 

сопротивления среды; демпфер; коэффициент упругого отпора грунта; параметр 

тонкостенности; длина трубопровода; присоединённая масса грунта 

 

Введение 

Данный материал является продолжением работ [1–4] в которых исследовались 

частотные характеристики подземных тонкостенных магистральных газопроводов большого 

диаметра без учёта демпфера. В настоящее время многими авторами исследуются свободные 

колебания цилиндрических оболочек в упругой безынерционной среде, основанной на гипотезе 

Винклера-Пастернака [5–13], в которых частоты свободных колебаний исследуются с учётом 

деформации поперечного сечения, но без учёта сил сопротивления среды. На фоне этого 

остаётся открытым вопрос об исследовании частотных характеристик тонкостенной 

цилиндрической оболочки (трубопровода) с учётом демпфирующего свойства грунта. В работе 

[14] автор коэффициент демпфирования, при нахождении крутильных частот цилиндрической 

оболочки, учитывает в мнимой части корней трансцендентного уравнения. В работе [15] для 

цилиндрической оболочки в инерционной среде частотные характеристики определяются 

решением трансцендентного уравнения при помощи программного обеспечения. В настоящей 

работе ставится задача по нахождению простого и практически применимого решения для 

нахождения частот собственных колебаний цилиндрической оболочки с учётом демпфера. 

 

1. Построение решения 

Наиболее распространённая модель, «которая учитывает демпфирование, основана на 

допущении о сопротивлении среды, пропорциональном скорости перемещения конструкции в 

данной среде. Для цилиндрической оболочки, колеблющейся в грунте, эта гипотеза выражается 

в пропорциональности силы сопротивления среды qc к скорости радиального перемещения 

точки срединной поверхности оболочки» [16]: 

 
(1) 

где: w – радиальная составляющая перемещения, отнесенная к радиусу поперечного 

сечения оболочки. «Знак минус показывает, что сила сопротивления действует в направлении, 

противоположном скорости» [16], η – (Па·с) динамический коэффициент вязкости. 

«Рассматривая участок подземного газопровода в виде замкнутой цилиндрической 

оболочки длиной L с радиусом срединной поверхности поперечного сечения R и толщиной 

стенки h в координатах ξ = x/R и θ, где x – продольная координата, θ – полярный угол, запишем 

уравнение движения оболочки в усилиях, полученное на основании геометрически 

нелинейного варианта полубезмоментной теории цилиндрических оболочек» [1]: 

с

w
q

t



= − 


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, 

(2) 

где: 

2 2

1 22 2

u v
X Rh ,X Rh

t t

 
= −  = − 

   – тангенциальные составляющие сил инерции, а 

демпфирующее действие грунта учитывается в нормальной составляющей сил инерции X3 

(последнее слагаемое): 

 

 

(3) 

При помощи математических преобразований, учитывая соотношения 

полубезмоментной теории среднего изгиба, для шарнирного опирания по концам участка 

цилиндрической оболочки [1]: 

 

 

 

 

 

используя метод разделяющихся переменных (Фурье) выражение (2) преобразовывается 

в: 

 

 

(4) 

где: u, v, w – компоненты перемещений срединной поверхности оболочки, отнесенные к 

радиусу R, 2  – угол поворота, p0 – внутреннее давление в трубе, ρ – коэффициент бокового 
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давления грунта, H – толщина обжимаемого слоя, γ – объемный вес грунта, Е – модуль 

упругости материала трубы, R – радиус срединной поверхности, 
212(1 )

h
h

R



=

−  – параметр 

относительной толщины оболочки, bj
 – присоединенная масса грунта на единицу длины 

трубопровода, 
0

0

;
(1 )

E

R



=

+  – коэффициент упругого отпора грунта для трубопровода 

подверженного действию внутреннего рабочего давления [1]. 

Решив данное уравнение, получим систему разделяющихся линейных однородных 

дифференциальных уравнений второго порядка относительно функции времени f(t): 

 (5) 

где: dm = η/2Rhρ – коэффициент демпфирования, ωmn – частота свободных колебаний без 

учёта сил сопротивления среды, полученная в работе [2] и равна: 
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где: 
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где: L – длина участка трубопровода, h – толщина стенки трубопровода, E – модуль 

упругости материала трубы, ρ – плотность материала трубы, p0 – внутреннее давление в трубе, 

F – продольная сжимающая сила, 
2

2

L

EI
Fэ


=

 – Эйлеровая сила; hRI 3= , μ*
bj – параметр 

присоединённой массы грунта, 
212(1 )

h
h

R



=

−  – параметр относительной толщины оболочки, 

bj  – присоединенная масса грунта на единицу длины трубопровода, κ – коэффициент упругого 

отпора грунта, когда труба подвергается действию внутреннего давления [17]: 

 
(7) 

Решение системы (5) при m = 1, позволяет определить форму свободных колебаний с не 

деформируемым контуром поперечного сечения с учётом демпфера, для m = 2 форма 

свободных колебаний демпфируемой оболочки для 2-х полуволн в поперечном сечении, m = 3 

для трёх полуволн. 

Решением системы уравнений (5), является квадратное уравнение вида: 

 (8) 

Данное уравнение имеет известное решение [18, с. 28; 19, с. 93; 20, с. 98] и корни этого 

характеристического уравнения (8) определяются как: 

. 
(9) 
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Численное значение корней зависит от величин dm и ωmn. В случае, когда dm < ωmn корни 

уравнения (5) будут комплексные сопряжённые и принимают вид: 

. 
(10) 

Для комплексных сопряженных корней (10) общее решение дифференциального 

уравнения (5) имеет вид: 

. 
(11) 

Это выражение определяет форму колебаний демпфированной оболочки. Отсюда 

следует, что круговая частота свободных колебаний оболочки ω*
mn с учётом сил сопротивления 

среды определяется как: 

. 

(12) 

«При dm = 0 движения системы будут иметь периодический характер, при dm > 0 они 

будут неограниченно затухать во времени, при dm < 0 будут неограниченно возрастающими. 

Если 0 < dm < ωmn, то затухание будет сопровождаться колебаниями. При dm > ωmn затухание 

будет монотонным (кроме, может быть, небольшого начального отрезка времени). Значение 

коэффициента демпфирования dm = ωmn, соответствующее переходу от колебательного 

процесса затухания колебаний к монотонному, называют критическим» [18]. 

 

2. Анализ полученных данных 

«В трубопроводных обвязках поршневых машин максимальная энергия приходится на 

низшие гармоники. Расчеты допустимо проходить по нескольким первым (до 3–5) собственным 

частотам каждого пролета и реализовывать отстройку по этим значениям» [п.2 РТМ 38.001-94], 

поэтому проведём анализ частот собственных колебаний по первым 3-м низшим частотам. 

Частотные характеристики определим для тонкостенного газопровода радиусом R = 710 

мм, длиной участка L = 10·R, с параметром тонкостенности h/R = 1/40 уложенного на глубину 

H = 2 м в различных грунтовых условиях (среднесуглинистая почва, торфяная масса, илистый 

грунт), при отсутствии продольной силы. Значения вычислим для m = 1, m = 2, m = 3, n = 1, так 

как в работах [2–4] установлено, что данные частоты являются низшими (минимальными). 

 

2.1 Среднесуглинистая почва 

Для среднесуглинистой почвы в работе [21] установлено, что слишком большая разница 

в значения для коэффициента динамической вязкости обусловлена абсолютной влажностью с 

учетом гранулометрического состава почвы. То есть чем больше влажность, тем меньше 

коэффициент динамической вязкости (см. рис. 1). 

Влажность грунта существенно влияет не только на динамический коэффициент 

вязкости η (Па∙с), но и на модуль упругости грунта E0 (Н/м2), который в свою очередь 

определяет коэффициент упругого отпора грунта κ (Н/м3). При увеличении влажности грунта 

снижению значений подвержен не только динамический коэффициент вязкости η, но и модуль 

упругости грунта E0 (см. рис. 2), следовательно, данный факт отразится и на коэффициенте 

упругого отпора грунта κ. 

2 2

1 2, m mn ms d i d= −   −

2 2 2 2

1 2

dmt

mn mn mn mnf ( t ) e (C cos( t d ) C sin( t d ))−=  − +  −

2
2 2

2
1* mn

mn mn mn mn

mn

d
d =  − =  −


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Рисунок 1. График зависимости коэффициента динамической вязкости 

среднесуглинистой почвы от абсолютной влажности (график взят из [21]) 

 

Рисунок 2. Зависимость модуля деформации пылевого 

глинистого грунта от влажности (график взят из [22]) 

Одновременно с этим установим связь между влажностью и коэффициентом 

демпфирования. Для определения коэффициента динамической вязкости воспользуемся 

формулой «η = 5627,569w2 - 722 124,877w + 1,598∙107 (Па·с)» [21]. 

Методом последовательного приближения, вычислена влажность, при которой 

коэффициент демпфирования соизмерим с собственной частотой колебаний. Данные занесены 

в таблицу 1. При такой влажности (w = 28,38 % - 28,41 %) значения модуля упругости и 

соответственно коэффициента упругого отпора грунта меняются в пределах 0,01 %, что никак 

не сказывается на конечном результате по определению собственных частот, поэтому ωmn, 

занесённая в таблицу 1, принята без учёта данного фактора. 

Результаты расчёта частотных характеристик трубопровода уложенного в 

среднесуглинистой почве показывают, что при влажности w < 28,38 % коэффициент 
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демпфирования dm > ωmn, в этом случае движение не будет колебательным. Отклоненный 

участок трубы будет практически мгновенно приближаться к своему исходному положению. 

При некоторых условиях масса один раз может перейти через положение равновесия и 

возвратиться к нему с другой стороны. Движение называется апериодическим. С увеличением 

влажности w > 28,41 % коэффициент демпфирования dm < ωmn. В данной ситуации видно, что 

скобки в формуле (11) содержат периодическую функцию, так как от прибавления к t величины 

T1 = 2π/√(ω2
mn+d2

mn) значение этой функции численно не меняется. Следовательно, свободные 

затухающие колебания можно условно назвать периодическими или затухающе 

периодическими с периодом T1 = 2π/√(ω2
mn+d2

mn). 

Влияние демпфера на уменьшение частоты собственных колебаний, к примеру, для 

ситуации при p0 = 6 МПа, m = 2, n = 1 (см. табл. 1), весьма значительно и составляет 33 %. 

Для среднесуглинистой почвы при определённой влажности существует ситуация, когда 

значения коэффициента демпфирования и собственная частота трубопровода будут равны 

между собой dm = ωmn, движение в данном случае тоже является апериодическим, а состояние 

называют критическим. 

 

2.2 Торфяная масса 

Для торфяной массы коэффициент динамической вязкости принят по [23] и равен 

η = 92,4 (Па·с) при влажности w = 87,4 %. 

Модуль упругости торфяной массы в данном случае E0 = 0 (см. рис. 2), соответственно 

и коэффициент упругого отпора грунта κ = 0. В расчётах по определению собственной частоты 

трубопровода данные параметры для грунтов с водонасыщением более 70 % учитываться не 

должны. 

Результаты расчёта (см. табл. 1) частотных характеристик трубопровода при проходке 

через торфяную массу с влажностью w = 87,4 % показывают, что коэффициент демпфирования 

много меньше собственной частоты свободных колебаний dm << ωmn, колебания будут 

затухающе периодические. 

Влияние сопротивления сил среды на уменьшение частот крайне мало и не превышает 

0,01 %, так из данных таблицы 1 видно, что для ситуации при p0 = 0 МПа, m = 2, n = 1 

собственная частота ω21 = 7,04 Гц, а частота демпфированного трубопровода ω*21 = 7,03 Гц. 

 

2.3 Илистый грунт 

Для илистого грунта значения коэффициента динамической вязкости взят из [24] и равен 

η = 0,35 (Па·с) при влажности w = 90 %. 

Модуль упругости илистого грунта в данном случае E0 = 0 (см. рис. 2), соответственно 

κ = 0. Полученные результаты занесены в таблицу 1. 

Результаты расчёта собственных частот и частот с учётом сил сопротивления среды для 

трубопровода, уложенного в илистый грунт с влажностью w = 90 %, показывают, что 

коэффициент демпфирования менее 0,5, а при увеличении влажности стремится к нулю. В 

таких условиях снижение частот собственных колебаний за счёт демпфирования не 

происходит, как показывают результаты из таблицы 1 при p0 = 0 МПа, m = 2, n = 1 собственная 

частота ω21 = 7,04 Гц и равна частоте с учётом влияния демпфера ω*21 = 7,04 Гц. 
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Таблица 1 

Коэффициент демпфирования среды (Гц) и частота собственных колебаний (Гц) в 

зависимости от влажности грунта (%), при различных параметрах тонкостенности h/R и 

величине внутреннего рабочего давления трубопровода p0 (МПа) 

Влажность  

Внутреннее рабочее давление 

p0 = 0,0 (МПа) p0 = 2,0 (МПа) p0 = 6,0 (МПа) p0 = 10,0 (МПа) 

Частота Гц Частота Гц Частота Гц Частота Гц 

ω11 ω21 ω31 ω11 ω21 ω31 ω11 ω21 ω31 ω11 ω21 ω31 

среднесуглинистая почва 

w = 28,38 % 

dm 92,37 92,37 92,37 92,37 92,37 92,37 92,37 92,37 92,37 92,37 92,37 92,37 

ωmn 78,59 37,62 68,12 78,59 51,12 90,82 78,59 70,78 124,35 78,59 86,05 150,59 

ω*mn - - - - - - - - - - - 118,94 

w = 28,4 % 

dm 52,54 52,54 52,54 52,54 52,54 52,54 52,54 52,54 52,54 52,54 52,54 52,54 

ωmn 78,59 37,62 68,12 78,59 51,12 90,82 78,59 70,78 124,35 78,59 86,05 150,59 

ω*mn 58,45 - 43,36 58,45 - 74,08 58,45 47,42 112,70 58,45 68,15 141,13 

w = 28,41 % 

dm 32,64 32,64 32,64 32,64 32,64 32,64 32,64 32,64 32,64 32,64 32,64 32,64 

ωmn 78,59 37,62 68,12 78,59 51,12 90,82 78,59 70,78 124,35 78,59 86,05 150,59 

ω*mn 71,49 18,71 59,79 71,49 39,34 84,75 71,49 62,80 119,99 71,49 79,62 147,01 

торфяная масса 

w = 87,4 % 

dm 0,46 0,46 0,46 0,46 0,46 0,46 0,46 0,46 0,46 0,46 0,46 0,46 

ωmn 20,76 7,04 13,03 20,76 10,13 17,66 20,76 14,45 24,42 20,76 17,74 29,67 

ω*mn 20,75 7,03 13,02 20,75 10,12 17,65 20,75 14,43 24,41 20,75 17,73 29,66 

илистый грунт 

w = 90 % 

dm 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 

ωmn 20,76 7,04 13,03 20,76 10,13 17,66 20,76 14,45 24,42 20,76 17,74 29,67 

ω*mn 20,76 7,04 13,03 20,76 10,13 17,66 20,76 14,45 24,42 20,76 17,74 29,67 

Разработано авторами 

 

Заключение 

В условиях наличия сил сопротивления среды для цилиндрических оболочек 

происходит снижение собственных частот колебаний. Степень снижения характеризуется 

влажностью грунтовой среды, в который помещена цилиндрическая оболочка (трубопровод). 

При влажности менее 28,4 % колебательный процесс становится апериодическим, для значений 

влажности в пределах 29–88 % движение будет периодическим, при чём частоты снижаются и 

затухают со временем. Грунтовая среда с влажностью более 88 % никакого влияния на частоту 

свободных колебаний не оказывает. 
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Dynamic calculation of an underground thin-walled 

pipeline taking into account the influence of a damper 

Abstract. The problem of finding the natural frequencies of thin-walled underground pipelines 

with the strength of resistance of the medium (damper), is based on the use polubeskonechnogo theory 

of cylindrical shells average bending Vlasov-Novozhilov, in which bending moments in the 

longitudinal direction are not taken into account in view of their smallness compared to the moments 

acting in the transverse direction. The solution to this approach is a homogeneous fourth-order 

differential equation that satisfies the boundary conditions of hinge attachment at each end. This 

equation includes the parameters of the length, internal working pressure, thinness of the pipeline, as 

well as the values of the coefficient of elastic resistance of the soil, the attached mass of the soil, the 

longitudinal compressive force and the resistance force of the medium (damper). After performing 

mathematical operations on this equation, a system of separable linear homogeneous differential 

equations of the second order with respect to the time function is obtained. The solution of such a 

system at m = 1, allows you to determine the shape of free oscillations with a non-deformable cross-

section contour taking into account the damper, for m = 2, the shape of free oscillations of the damped 

shell for 2 half-waves in the cross section, m = 3 for three half-waves. 

The relationship between soil moisture and the coefficient of dynamic viscosity, as well as the 

modulus of soil elasticity, which in turn affects the coefficient of elastic resistance of the damped 

cylindrical shell, is established. Based on the calculation data from the derived formulas, it is 

established that if the damping coefficient is greater than the natural frequency, the movement will not 

be oscillatory, that is, the mass can once pass through the equilibrium position and return to it from the 

other side (aperiodic oscillations). If the damping coefficient is less than the natural frequency, then 

free oscillations can be conditionally called periodic or damped periodic. 

Keywords: cylindrical shell; natural frequency of vibrations; the resistance force of the 

medium; the damper; the coefficient of elastic resistance of the soil; the parameter of thinness; the 

length of the pipeline; the attached mass of the soil 
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