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Метод минимизации усилий 

в стержневых системах с помощью узловых нагрузок 

Аннотация. Задачи оптимального управления напряженно-деформированным 

состоянием строительных конструкций являются одним из актуальных направлений 

строительной механики. Целью такого управления может быть минимизация напряжений 

(усилий) в элементах конструкции. Одним из способов достижения такой цели является 

использование дополнительных нагрузок, которые прикладываются к отдельным элементам 
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сооружения. В настоящей работе предлагается метод минимизации усилий в стержневых 

системах. Минимизация усилий позволит достичь экономического эффекта за счет уменьшения 

сечений элементов стержневой системы и снижения материалоемкости конструкции. 

Сложность алгоритма определения оптимального значения дополнительных нагрузок и 

получения оптимального решения (наименее напряженного состояния) в значительной степени 

зависит от выбора целевой функции. Традиционным подходом является выбор целевой 

функции в виде среднеквадратичной нормы усилий, которую нужно минимизировать за счет 

выбора управляющих воздействий — дополнительных нагрузок. Такая целевая функция не 

связана напрямую с математической постановкой задачи, что приводит к достаточно сложным 

алгоритмам решения задачи оптимизации и необходимости использования общих методов 

математического программирования. 

В настоящей работе предлагается использовать в качестве целевой функции энергию 

деформации стержневой системы. Наименее напряженным состоянием системы считается 

состояние, при котором энергия деформации имеет минимальное значение. Такая целевая 

функция связана с вариационной постановкой задачи расчета стержневой системы. В 

результате удается сформулировать достаточно простой алгоритм решения задачи 

оптимизации. Этот алгоритм не требует использования методов математического 

программирования и может быть реализован на любом существующем программном 

комплексе по расчету строительных конструкций. 

В статье доказывается, что предлагаемое решение является минимальным в 

энергетической норме, связанной с энергией деформации. Приводятся примеры решения задач 

с помощью разработанного алгоритма. 

Ключевые слова: оптимальное проектирование; целевая функция; энергия 

деформации; энергетическая норма; управляющая нагрузка; стержневая система; напряженное 

состояние 

 

Введение 

Задачи оптимального проектирования строительных конструкций относится к одним из 

актуальных задач строительной механики. Получение и использование оптимальных 

конструкций позволяет достичь экономического эффекта за счет снижения материалоемкости 

сооружений. 

Одним из классов задач оптимизации конструкций являются задачи о получении 

наименее напряженных конструкций, т. е. задачи достижения минимально возможного уровня 

напряжений (усилий) в конструкции при заданной внешней нагрузке [1–6]. Эти задачи тесно 

связаны с задачами регулирования уровня напряженно-деформированного состояния (НДС) 

конструкций, а также с задачами получения конструкций минимальной материалоемкости 

(минимального веса) [7–18]. При этом уменьшение уровня напряжений позволяет использовать 

элементы конструкций с меньшими размерами сечений и толщин и, следовательно, 

автоматически получать конструкции меньшего веса. С другой стороны, снижение уровня НДС 

может позволить при сохранении прежних толщин и сечений получить экономический эффект 

за счет увеличения полезной площади (объема) сооружения. 

Одним из способов регулирования НДС сооружений является использование 

дополнительных нагрузок, прикладываемых к отдельным частям конструкции 

[9; 10; 12; 16; 17; 19; 20]. В этом случае задача формулируется как задача нахождения 

оптимальной нагрузки, т. е. такой нагрузки, которая обеспечивает минимизацию НДС 

конструкции. 
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Сложность решения задачи оптимизации в значительной степени зависит от 

формулировки целевой функции, то есть функции, которую необходимо минимизировать за 

счет выбора управляющих переменных. Как правило, в задачах минимизации веса конструкции 

целевую функцию принимают в виде 𝑓(𝑢)  или (𝑓(𝑢))2 , где 𝑓  — полный вес конструкции, 

𝑢  — набор параметров оптимизации [3; 19; 21–27]. Такие целевые функции не связаны 

напрямую с математической постановкой задачи и поэтому алгоритм решения задачи 

оптимизации получается достаточно сложным и требует использования методов 

математического программирования. 

В настоящей работе применительно к стержневым системам предлагается использовать 

целевую функцию в виде энергетической нормы [20; 22]. Наименее напряженным состоянием 

стержневой системы считаем состояние, в котором энергетическая норма является 

минимальной. Такая целевая функция связана с вариационной постановкой задачи и в 

результате алгоритм решения задачи оптимизации получается значительно более простым и 

легко реализуемым. При этом решение задачи оптимизации может быть получено на любом 

существующем программном комплексе по расчету строительных конструкций и не требует 

использования методов математического программирования. 

 

Постановка задачи 

Предлагаемую постановку задачи и алгоритм ее решения изложим на примере 

изгибаемого стержня. Обобщение метода на задачи растяжения-сжатия и кручения стержней 

будет очевидным. 

Задача изгиба консольного стержня описывается следующими уравнениями и 

граничными условиями: 

{
𝑥 ∈ 𝛺 = [0, 𝐿] ∶ 𝐸𝐽𝑢𝐼𝑉 = 𝑞

𝑥 = 0 ∶ 𝑢(0) = 0; 𝑢′(0) = 0
𝑥 = 𝐿: − 𝐸𝐿𝑢′′′ = 𝑄;  𝐸𝐽𝑢′′′ = 𝑀

 (1) 

где 𝐿 — длина стержня, 

𝑢(𝑥) — прогиб, 

𝑞 — распределенная нагрузка, 

𝑄, 𝑀 — внешние краевые нагрузки (сила и момент). 

Введем энергетическое скалярное произведение [2; 20; 27]: 

[𝑢, 𝑣] = ∫ 𝐸𝐽𝑢′′𝑣′′ 𝑑𝑥

𝛺

 

и энергетическую норму: 

‖𝑢‖ = [𝑢, 𝑢]
1
2. 

Запишем постановку задачи (1) в операторной форме: 

{
𝑥 ∈ 𝛺 ∶ 𝐴𝑢 = 𝑞;

𝑥 = 0 ∶ 𝐶𝑢 = 0;  𝑥 = 𝐿 ∶ 𝐵𝑢 = ℎ
 (2) 

где 𝐴𝑢 = 𝐸𝐽𝑢𝐼𝑉, 

𝐶𝑢 = ( 𝑢
𝑢′) — оператор кинематических граничных условий, 
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𝐵𝑢 = (−𝐸𝐽𝑢′′′

𝐸𝐽𝑢′′ ) — оператор статических граничных условий, 

ℎ = (𝑄
𝑀

) — столбец краевых нагрузок. 

Как известно [2; 22], решение задачи (2) — единственно, что эквивалентно 

утверждению, что однородная задача (2) (при 𝑞 = 0 и ℎ = 0) имеет только нулевое решение. 

В дальнейшем при рассмотрении задачи оптимизации распределенную нагрузку 𝑞 

будем считать заданной, а столбец краевых нагрузок ℎ будет являться искомым управляющим 

воздействием. 

Интегрированием по частям можно получить следующее равенство: 

[𝑤1, 𝑤2] = ∫ 𝑤1𝐴𝑤2 𝑑𝑥 + 〈С𝑤1, 𝐵𝑤2〉│𝑥=𝐿𝛺
− 〈𝐶𝑤1, 𝐵𝑤2〉│𝑥=0, (3) 

где введено обозначение покомпонентного (скалярного) произведения столбцов ℎ и g: 

〈ℎ, 𝑔〉 = ℎ1𝑔1 + ℎ2𝑔2. 

Целевую функцию для задачи минимизации НДС выберем в виде: 

П(𝑢) =
1

2
[𝑢, 𝑢], (4) 

то есть, наименее напряженным состоянием стержня будем считать состояние, в 

котором энергия деформации (4) является минимальной. Как будет показано в дальнейшем на 

примерах, состояние с минимальной энергией деформации одновременно является состоянием 

с минимальными изгибающими моментами. 

Таким образом, предлагается следующая постановка задачи оптимизации: 

Найти ℎ  (нагрузку на границе 𝑥 = 𝐿 ) такую, чтобы решение задачи (2) при 

фиксированной нагрузке 𝑞 минимизировало функционал (4). 

 

Алгоритм решения 

Сформулированную задачу можно рассматривать как задачу минимизации функционала 

(4) при дополнительных условиях (2). На основе метода неопределенных множителей 

Лагранжа [20; 22] перейдем к задаче о безусловной минимизации функционала 𝑅: 

𝑅(𝑢, ℎ, 𝜆, 𝜆1, 𝜆2) = П(𝑢) + ∫ 𝜆(𝐴𝑢 − 𝑞)𝑑𝜆

𝛺

+ 〈𝜆1, 𝐶𝑢〉│𝑥=0 + 〈𝜆2, 𝐵𝑢 − ℎ〉│𝑥=𝜆, 

где 𝜆, 𝜆1, 𝜆2 — множители Лагранжа. 

Вычислим вариацию функционала 𝑅: 

𝛿𝑅 = ∫ [𝛿𝜆(𝐴𝑢 − 𝑞) + 𝛿𝑢𝐴(𝜆 + 𝑢)]𝑑𝜆 + (〈𝐶𝛿𝑢, 𝐵(𝜆 + 𝑢)〉 + 〈𝛿𝜆2, 𝐵𝑢 − ℎ〉 +

𝛺

 

+〈𝜆2 − 𝐶𝜆, 𝐵𝛿𝑢〉 − 〈𝜆2, 𝛿ℎ〉)│𝑥=𝐿 − (〈𝐶𝜆, 𝐵𝛿𝑢〉 − 

−〈𝛿𝜆1, 𝐶𝑢〉 − 〈𝜆1 − 𝐵(𝜆 + 𝑢), 𝐶𝛿𝑢〉)│𝑥=0. 

Условие стационарности функционала 𝛿𝑅 = 0  приводит к следующим уравнениям и 

граничным условия: 
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𝛺 ∶ 𝐴𝑢 = 𝑞, 𝐴(𝜆 + 𝑢) = 0; (5) 

𝑥 = 0 ∶ 𝐶𝑢 = 0, 𝐶𝜆 = 0, 𝜆1 = 𝐵(𝜆 + 𝑢); (6) 

𝑥 = 𝐿 ∶ 𝐵𝑢 = ℎ, 𝐵(𝜆 + 𝑢) = 0, 𝜆2 = 𝐶𝜆, 𝜆2 = 0. (7) 

Из (6) следует, что 𝐶(𝜆 + 𝑢) = 0 при 𝑥 = 0. Тогда сумма 𝜆 + 𝑢 удовлетворяет условиям: 

{
𝛺 ∶ 𝐴(𝜆 + 𝑢) = 0

𝑥 = 0 ∶ 𝐶(𝜆 + 𝑢) = 0;  𝑥 = 𝐿 ∶ 𝐵(𝜆 + 𝑢) = 0
 (8) 

Задача (8) есть однородная задача (2), которая имеет только нулевое решение: 

𝜆 + 𝑢 ≡ 0. 

Тогда из (7) следует: 

0 = 𝜆2 = 𝐶𝜆 = −𝐶𝑢. 

В итоге получаем, что функцию 𝑢 можно найти из следующей задачи: 

{
𝛺 ∶ 𝐴𝑢 = 𝑞

𝑥 = 0 ∶ 𝐶𝑢 = 0 ;  𝑥 = 𝐿 ∶ 𝐶𝑢 = 0
 (9) 

После решения задачи (9) искомую краевую нагрузку можно найти из равенства: 

𝑥 = 𝐿 ∶ ℎ = 𝐵𝑢 (10) 

Таким образом, можно сформулировать следующий алгоритм решения задачи 

определения наименее напряженного состояния стержневой системы за счет приложения 

дополнительных узловых нагрузок: 

1. В узлах системы, в которых можно распоряжаться нагрузкой, ставим связи по 

направлению искомых нагрузок. 

2. Полученную систему нагружаем заданной нагрузкой и решаем задачу. 

3. Реакции во введенных связях и есть искомая узловая нагрузка. 

Приведенные пункты алгоритма доказывают, что предлагаемый алгоритм может быть 

реализован на любом существующем программном комплексе по расчету строительных 

конструкций. Очевидно также, что изложенный алгоритм может быть применен при решении 

задач для произвольной стержневой системы, что будет продемонстрировано далее на 

примерах. 

Докажем, что решение, полученное в п. 2 алгоритма, и есть оптимальное наименее 

напряженное состояние, т. е. это решение имеет минимальную энергетическую норму. 

Введем: 

1. Линейное пространство П1  функций 𝑤 , как множество функций, 

удовлетворяющих условиям: 

П1 ∶  {
𝛺 ∶ 𝐴𝑤 = 0

𝑥 = 0 ∶ 𝐶𝑤 = 0 ;  𝑥 = 𝐿 ∶ 𝐵𝑤 = ℎ,
 (11) 

где краевая нагрузка ℎ может быть произвольной. 

2. Линейное многообразие П2 — сдвиг пространства П1, заданный функцией 𝑔, т. е. 

множество функций, удовлетворяющих условиям: 

П2 ∶  {
𝛺 ∶ 𝐴𝑤 = 𝑔

𝑥 = 0 ∶ 𝐶𝑤 = 0 ;  𝑥 = 𝐿 ∶ 𝐵𝑤 = ℎ,
 (12) 
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В уравнениях (12) краевая нагрузка ℎ может быть произвольной, а заданная нагрузка 𝑔 

считается фиксированной. В дальнейшем доказательстве считается, что краевая нагрузка ℎ в 

(11) и (12) является одинаковой. 

Из (9) и (10) следует, что оптимальное решение 𝑢0  принадлежит многообразию П2. 
Функция 𝑢0  будет искомым оптимальным решением, если она обладает минимальной 

энергетической нормой: 

‖𝑢0‖ =𝑚𝑖𝑛‖𝑤‖
𝑤 ∈ П2

 

Докажем, что функция 𝑢0, определенная из задачи (9), ортогональна в энергетической 

метрике пространству П1, т. е. удовлетворяет равенству: 

[𝑢0, 𝑤] = 0 (13) 

для любой функции 𝑤 ∈ П1. 

Пусть 𝑢0 — решение задачи (9), 𝑤 — любая функция, принадлежащая пространству П1. 

Положим в равенстве (3) 𝑤1 = 𝑢0, 𝑤2 = 𝑤, тогда, учитывая (9) и (11), получим (13). Условие 

(13) и означает, что функция 𝑢0 есть «кратчайшее расстояние» от П2 до нулевой функции, т. е. 

имеет наименьшую норму. 

 

Примеры решения задач 

В качестве примеров приведем решения двух задач. 

1. Рассматривается двухпролетная балка с пролетами 𝑙1 = 10 м,  𝑙2 = 10 м и консолями 

длиной 1,5 м (рис. 1). Балка загружена равномерно-распределенной нагрузкой 𝑞 = 10 кН/м2. 

В данном случае расчеты проводились с использованием ПК (программный комплекс) «ЛИРА 

САПР 2020». 

Расчетная схема показана на рисунке 1. Исходное напряженное состояние системы 

представлено на рисунке 2. 

 

Рисунок 1. Расчетная схема балки (разработано авторами) 

Требуется подобрать такую сосредоточенную вертикальную нагрузку на концах 

консолей, чтобы максимально уменьшить момент в пролетах. Метод решения: поставим на 

концах консолей опоры, прикладываем ту же нагрузку 𝑞 и находим реакции в поставленных 

опорах. Полученные реакции и есть искомая величина оптимальной нагрузки. На рисунке 3 

приведена эпюра перерезывающих сил в системе, из которой можно найти реакции в опорах. 

Рисунок 1. Эпюра моментов исходной схемы (разработано авторами) 
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Рисунок 3. Эпюра Qz. Реакции в опорах (разработано авторами) 

Оптимальное решение получим, приложив заданную равномерно-распределенную 

нагрузку 𝑞 на всю длину системы и полученную нагрузку на концах консолей. Оптимальное 

решение приведено на рисунке 4. 

 

Рисунок 4. Оптимальное решение (разработано авторами) 

Необходимо отметить, что произошло уменьшение максимального значения 

изгибающего момента в данной балке, который в исходной схеме составлял 𝑀1 = 655 кНм, а в 

оптимальной — 𝑀2 = 452 кНм.  Уменьшение изгибающего момента в пролетах составило 
655−452

655
∙ 100% = 31%, уменьшение изгибающего момента над центральной опорой составило 

1193−901

1193
∙ 100% = 24,5%. 

2. Рассмотрим задачу об изгибе квадратной П-образной рамы равномерно 

распределенной нагрузкой (рис. 5а). 

 

Рисунок 5. а) Расчетная схема рамы; б) Эпюра моментов (разработано авторами) 

Соответствующая эпюра моментов приведена на рисунке 5б. Поставим две 

оптимизационные задачи о подборе таких дополнительных сосредоточенных нагрузок, 

прикладываемых к опорному сечению правой стойки, чтобы эпюра моментов от заданной и 

дополнительной нагрузки была максимально близкой к нулевой эпюре (задача о наименее 

напряженном состоянии). В первой задаче требуется найти оптимальное значение момента h 

(рис. 6а), во второй — оптимальное значение момента h1 и горизонтальной силы h2 (рис. 7а). 

Решения сформулированных задач были получены аналитически. 

В соответствии с предложенным алгоритмом оптимальное решение первой задачи есть 

решение задачи, приведенной на рисунке 6б (по направлению искомой нагрузки h вводится 

закрепление, т. е. в данном случае — защемление от угла поворота). Оптимальное решение — 

эпюра Mopt — приведена на рисунке 6в. Оптимальная нагрузка hopt равна реакции во введенном 

защемлении. 
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Оптимальное решение второй задачи, приведенное на рисунке 7в, есть решение задачи, 

изображенной на рисунке 7б. Оптимальные значения нагрузок h1opt и h2opt также находятся как 

реакции во введенных закреплениях. 

Отметим, что уменьшение максимального значения изгибающего момента в раме 

составляет: 

• в первой задаче 

1

8
−

1

12
1

8

= 33,3%; 

• во второй задаче 

1

8
−

11

152
1

8

= 42,1%. 

 

Рисунок 6. а) Изгибающий момент; 

б) Система с дополнительной опорой; в) Оптимальное решение (разработано авторами) 

 

Рисунок 7. а) Изгибающий момент h1 и горизонтальная сила h2; 

б) Система с дополнительной опорой; в) Оптимальное решение (разработано авторами) 
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Можно доказать, что общая энергия деформации уменьшится на то же процентное 

значение. 

Из приведенных примеров можно сделать вывод, что оптимальное решение, 

соответствующее минимуму энергии деформации, дает также и уменьшение максимальных 

изгибающих моментов в стержневых системах. 

 

Выводы 

Основные результаты настоящей работы заключаются в следующем: 

1. Предложена вариационная постановка задачи о наименее напряженном 

состоянии стержневых систем, основанная на выборе целевой функции в виде 

энергии деформации системы. 

2. Управляющими воздействиями в предложенной постановке являются 

дополнительные узловые нагрузки (силы и моменты). 

3. Сформулирован алгоритм получения оптимальных узловых нагрузок и 

оптимального (наименее напряженного) состояния стержневой системы. 

Отличительной особенностью разработанного алгоритма является то, что он 

может быть реализован на любом существующем программном комплексе по 

расчету строительных конструкций. 

4. Приведено доказательство оптимальности решения, полученного предложенным 

алгоритмом. 

5. Приведены решения двух задач: о неразрезной двухпролетной балке и П-

образной раме. На примерах решения задач показано, что оптимальное решение, 

минимизирующее энергию деформации, одновременно является решением с 

минимальными изгибающими моментами. 

 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Resende C.H.B. Design Optimization of 3D Steel Frameworks Under Constraints of 

Natural Frequencies of Vibration / Resende C.H.B., Carvalho J.P.G., Lemonge A.C.C., 

Hallak P.H. — DOI: 10.5772/intechopen.87022 // Truss and Frames — Recent 

Advances and New Perspectives. — 2019. — 24 с. 

2. Haftka R.T. Elements of Structural Optimization / Haftka R.T., Gürdal Z. — DOI: 
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Method for minimizing stress 

resultant in rod systems using nodal loads 

Abstract. The problems of optimal control of the stress-strain state of building structures are 

one of the most actual areas of structural mechanics. The purpose of such control may be to minimize 

stresses (forces and moments) in the structural elements. One of the ways to achieve this goal is to use 

additional loads that are applied to some elements of the structure. In this paper, we propose a method 

for minimizing forces and moments in rod systems. Minimizing stresses will allow achieving an 

economic effect by reducing the cross sections of the rod system elements and reducing the material 

consumption of the structure. 

The complexity of the algorithm for determining the optimal value of additional loads and 

obtaining the optimal solution (the least stressed state) largely depends on the choice of the objective 

function. The traditional approach is to choose an objective function in the form of a mean-square 

norm of stresses, which should be minimized by choosing control actions — additional loads. Such an 

objective function is not directly related to the mathematical formulation of the problem, which leads 

to rather complex algorithms for solving the optimization problem and the need to use general methods 

of mathematical programming. 

In this paper, it is proposed to use the strain energy of the rod system as an objective function. 

The least stressed state of the system is the state in which the strain energy has a minimum value. Such 

an objective function is associated with the variational formulation of the problem of calculating the 

rod system. As a result, it is possible to formulate a fairly simple algorithm for solving the optimization 

problem. This algorithm does not require the use of mathematical programming methods and can be 

implemented on any existing software package for the calculation of building structures. 
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The article proves that the proposed solution is minimal in the energy norm associated with the 

strain energy. Examples of solving problems using the developed algorithm are given. 

Keywords: optimal design; objective function; strain energy; energy norm; control load; rod 

system; stress state 
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