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Исследование влияния отношения стрелы 
подъема к пролету на работу конструкций железобетонных 

круговых арок разных типов 

Аннотация. Оптимизация строительных конструкций является одной из главных 

задач современного проектирования. Для подбора оптимальной конфигурации необходимо 

учитывать зависимость работы конструкции от её геометрических, прочностных и физических 

параметров. Параметры делятся по степени влияния на главные, изменение значений которых 

значительно влияет на работу конструкции в целом, и второстепенные, влияние которых 

ограничивается локальными зонами конструкции. Для арочных конструкций одним из главных 

параметров является отношение стрелы подъема к пролету. 

В данной статье представлены методы и результаты исследования влияния отношения 

стрелы подъема к пролету на работу конструкций железобетонных круговых трехшарнирных, 

бесшарнирных и двухшарнирных арок пролетом 12 и 24 м с симметричным армированием и 

отношением стрелы подъема к пролету равным 1:12, 1:10, 1:8, 1:6, 1:4, 1:2,5 под действием 

симметричной и несимметричной нагрузок. Расчет конструкций выполнялся в программной 

среде Mathcad, статическими методами с применением метода сил для статически неопределимых 

систем. 
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В результатах исследования приведены значения предельных усилий, опорных реакций 

и их относительные изменения при вариации отношения стрелы подъема к пролету, а также 

значения коэффициента использования для рассматриваемых конструкций. Выводы, полученные 

в статье, могут быть использованы для предварительной оценки эффекта от изменения 

отношения стрелы подъема к пролету для разных типов железобетонных арок, без 

необходимости проведения дополнительного расчета. 

Ключевые слова: железобетонные арки; круговые арки; отношение стрелы подъема 

к пролету; стрела подъема; пролет; метод сил; внутренние усилия; опорные реакции; 

коэффициент использования; эффективность 

 

Введение 

Арочные конструкции имеют широкий спектр применения в гражданском и промышленном 

строительстве. Данный тип конструкций применяется в качестве покрытий складов, ангаров, 

производственных цехов, торгово-развлекательных, спортивных и выставочных комплексов, 

где требуется обеспечить эксплуатацию полезной площади помещений без промежуточных 

опор. Также арочные конструкции используются для создания опор мостов, навесов. 

Некоторые конструкции рассчитываются как арки из-за схожей работы элементов, например, 

цилиндрические оболочки и своды-оболочки [1]. 

Преимуществом арочных конструкций является сложное напряженно-деформированное 

состояние, при действии вертикальной нагрузки на арки в сечениях конструкции возникают 

комбинации сжимающих сил и изгибающих моментов с преобладанием продольных сил, из-за 

чего элементы арки становятся внецентренно сжатыми [2; 3]. 

Арочные конструкции классифицируются по очертанию осей на криволинейные, 

полигональные и треугольные. Криволинейные в свою очередь подразделяются на параболические, 

круговые, эллиптические и ползучие. По отношению стрелы подъема к пролету арки делятся 

на пологие, отношение стрелы подъема к пролету менее 1:6, и подъемистые, отношение более 

1:6, менее 1:2. По статической работе арочные конструкции могут быть трехшарнирными, 

двухшарнирными, бесшарнирными. По типу сечения профиля делятся на арки сплошного 

профиля и сквозного [4]. В статье рассматриваются круговые, пологие и подъемистые арки, 

относящиеся по статической работе к трехшарнирным, двухшарнирным, бесшарнирным, по 

типу сечения к сплошным. 

Основными материалами служат сталь, дерево, монолитный и сборный железобетон. 

Выбор материала выполняется с учетом эстетических и конструктивных требований проекта. 

От выбранного материала зависит работа конструкции, из монолитного железобетона в 

большинстве случаев изготавливаются бесшарнирные арки, из стали, сборного железобетона и 

дерева двухшарнирные [5]. Также от материала зависит распределение напряжений в сечении. 

В однородных материалах, к таким относится сталь, нормальные напряжения изменяются 

линейно по высоте сечения до достижения предела текучести, в то время как в композитных 

материалах, сборном и монолитном железобетоне, распределение нелинейное и зависит от 

положения нейтральной оси и совместности деформаций в сечении [6]. 

Так как арочные конструкции обладают большим количеством геометрических, физико-

механических и конструктивных параметров, одной из главных задач по их исследованию 

является определение оптимальной конфигурации конструкции. В существующих исследованиях 

уделено внимание подбору оптимального очертания арок на основе разработанных математических 

моделей и алгоритмов [7–10], эффективного решетчатого профиля арочных конструкций на 

основе данных расчета методом конечных элементов [11], размеров и формы поперечного 

сечения, согласно данным деформационного расчета и метода последовательных уточнений 
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[12], конструктивной схемы, согласно данным расчета методом конечных элементов[2]. Также 

особое внимание уделено методикам расчета как численными, так и аналитическими методами. 

Расчет арочных конструкций может выполняться методом конечных элементов, статическим 

расчетом с использованием метода сил или метода перемещений, методом последовательных 

аппроксимаций [13–17]. 

Однако, в источниках не исследуется зависимость усилий, возникающих в конструкции, 

и опорных реакций от отношения подъема стрелы к пролету. В случае, если подъем стрелы не 

регламентирован эстетическими требованиями к проекту или регламентирован в некотором 

диапазоне, то для получения наиболее рационального сочетания усилий, которое влияет на 

напряженно-деформированное состояние конструкций и их материалоемкость, необходимо 

рассматривать несколько вариантов формы арки с разным отношением подъема стрелы к 

пролету. Опорные реакции, оказывают значительное влияние на конфигурацию нижележащих 

конструкций, варьирование отношения стрелы подъема к пролету позволит подобрать 

оптимальное сочетание опорных реакций, что критически важно при реконструкции зданий, 

когда нижележащие конструкции не могут быть изменены. Также в источниках не исследуется 

зависимость эффективности работы конструкций железобетонных арок от отношения подъема 

стрелы к пролету. 

 

Материалы и методы 

В данной статье рассматриваются круговые железобетонные трехшарнирные, двухшарнирные, 

бесшарнирные арки (рис. 1), пролетом 12 и 24 м с отношением стрелы подъема к пролету 1:12; 

1:10; 1:8; 1:6; 1:4; 1:2,5. Расчет арки выполняется для двух пролетов с целью верификации 

гипотез и подтверждения полученных результатов. 

 

l — пролет арки; f — стрела подъема; R — радиус арки 

Рисунок 1. Расчетные схемы арок: а — трехшарнирная арка, 

б — бесшарнирная арка, в — двухшарнирная арка (составлено автором) 

 

Рисунок 2. Рассчитываемые сечения: а — сечение толщиной 350 мм, для арок пролетом 

24 м, б — сечение толщиной 150 мм, для арок пролетом 12 м (составлено автором). 
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Сечения арок прямоугольные, толщиной 150 и 350 мм, из тяжелого бетона класса B30 и 

арматуры класса А500 диаметром 12 и 16 мм, установленной с шагом 200 мм. Сечение а (рис. 2) 

используется для арок пролетом 24 м, сечение б для арок пролетом 12 м. Сечения предварительно 

подобраны из условия обеспечения прочности наиболее напряженного варианта конструкции 

на рассматриваемых пролетах при внецентренном сжатии. Объект располагается в III снеговом 

районе. 

Задача исследования — определение зависимостей усилий, опорных реакций и 

эффективности конструкции от отношения стрелы подъема к пролету для разных статических 

схем арок. 

Исследование работы конструкций выполнялось при помощи аналитического расчета 

методом сил для элементарного участка арки шириной 1 м. Расчет выполнялся в вычислительной 

среде MathCad для симметричной и несимметричной снеговой нагрузки, совместно с действием 

веса конструкций. 

 

Определение геометрических параметров арки 

Радиус круговой арки R описывается формулой: 

𝑅 =
𝑙2

8𝑓
+
𝑓

2
, (1) 

где: 

l — пролет арки; 

f — стрела подъема. 

Форма арки описывается формулой: 

𝑦(𝑥) = √𝑅2 − (𝑥 −
𝑙

2
)
2

− 𝑅 + 𝑓. (2) 

Угол наклона касательной φ в каждой точке: 

𝜑(𝑥) = arctan

(

 

𝑙
2
− 𝑥

√𝑅2 − (𝑥 −
𝑙
2
)

2

)

 . (3) 

 

Сбор нагрузок 

Значение суммы постоянной и полезной нагрузки на горизонтальную проекцию: 

𝑞𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑥) =
𝑔 · ℎ · 𝑡 · 𝛾𝑓 + 𝐹

cos(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

𝑙
2
− 𝑥

𝑅
))

, (4)

 

где: 

g = 25 кН/м2 — удельный вес железобетонной конструкции; 

h — толщина конструкции; 
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t = 1 м — ширина рассчитываемого участка; 

γf = 1,1 — коэффициент надежности нагрузки для веса железобетонной конструкции; 

F = 1,77 кН/м — полезная нагрузка, на элемент конструкции шириной 1 м. 

Функция в знаменателе необходима для перехода от нагрузки по длине арки к нагрузке 

на горизонтальную проекцию. 

Значение распределенной по длине арки симметричной снеговой нагрузки на 

горизонтальную проекцию: 

𝑞𝑠𝑛𝑜𝑤,𝑠𝑦𝑚(𝑥) = 𝑆0,𝑠𝑦𝑚(𝑥) · 𝛾𝑠 · 𝑡, (5) 

где: 

γs = 1,4 — коэффициент надежности для снеговой нагрузки; 

S0,sym(x) — нормативное значение симметричной снеговой нагрузки на горизонтальную 

проекцию. 

𝑆0,𝑠𝑦𝑚(𝑥) = 𝑐𝑒 · 𝑐𝑡 ∙ 𝜇1(𝑥) ∙ 𝑆𝑔, (6) 

где: 

Sg = 1,5 кН/м2 — нормативное значение веса снегового покрова на 1 м2 горизонтальной 

поверхности земли принимаемый в соответствии с снеговым районом; 

ce = 1 — коэффициент, учитывающий снос снега с покрытий зданий под действием ветра 

или иных факторов; 

ct = 1 — термический коэффициент; 

μ1 — коэффициент формы, учитывающий переход от веса снегового покрова земли к 

снеговой нагрузке на покрытие при симметричной нагрузке согласно СП 20.13330.2016 

«Нагрузки и воздействия».1 

𝜇1(𝑥) = {

0;  𝑥 ⩽  𝑥60°

cos(1,5 · 𝜑(𝑥)) ; 𝑥60° < 𝑥 ⩽ 𝑙 − 𝑥60°

0;  𝑙 − 𝑥60° < 𝑥 ⩽ 𝑙.

. (7) 

Значение распределенной по длине арки несимметричной снеговой нагрузки на 

горизонтальную проекцию: 

𝑞𝑠𝑛𝑜𝑤,𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥) = 𝑆0,𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥) · 𝛾𝑠 · 𝑡, (8) 

где: 

S0,assym(x) — нормативное значение несимметричной снеговой нагрузки на горизонтальную 

проекцию. 

𝑆0,𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥) = 𝑐𝑒 · 𝑐𝑡 ∙ 𝜇2(𝑥) ∙ 𝑆𝑔, (9) 

где: 

μ2 — коэффициент формы, учитывающий переход от веса снегового покрова земли к 

снеговой нагрузке на покрытие при несимметричной нагрузке. 

 
1  Свод правил СП 20.13330.2016 "Нагрузки и воздействия". Актуализированная редакция СНиП 2.01.07-85. 

Москва: Стандартинформ, 2016. 
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𝜇2(𝑥) =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

0;  𝑥 ⩽  𝑥60°

2 · sin(3 · 𝜑(𝑥30°)) ·
𝑥 − 𝑥60°

𝑥30° − 𝑥60°

;  𝑥60° < 𝑥 ⩽ 𝑥30°

2 · sin(3 · 𝜑(𝑥30°)) ·

𝑙
2
− 𝑥

𝑙
2
− 𝑥30°

;   𝑥30° < 𝑥 ⩽
𝑙

2

sin(3 · 𝜑(𝑥30°)) ·
𝑥 −

𝑙
2

𝑙
2
− 𝑥30°

;  
𝑙

2
< 𝑥 ⩽ 𝑙 − 𝑥30°

sin(3 · 𝜑(𝑥30°)) ·
𝑙 − 𝑥 − 𝑥60°

𝑥30° − 𝑥60°

;  𝑙 − 𝑥30° < 𝑥 ⩽ 𝑙 − 𝑥60°

0;  𝑙 − 𝑥60° < 𝑥 ⩽ 𝑙.

. (10) 

Суммарная симметричная нагрузка qsym(x) рассчитывается по формуле: 

𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥) = 𝑞𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑥) + 𝑞𝑠𝑛𝑜𝑤,𝑠𝑦𝑚(𝑥). (11) 

Суммарная несимметричная нагрузка qassym(x) рассчитывается по формуле: 

𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥) = 𝑞𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑥) + 𝑞𝑠𝑛𝑜𝑤,𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥). (12) 

 

Расчет трехшарнирной арки 

Статический расчет трехшарнирной арки на симметричную нагрузку выполняется в 

соответствии с расчетной схемой, представленной на рисунке 3. 

 

Рисунок 3. Расчетная схема трехшарнирной арки 

с действующей симметричной нагрузкой (составлено автором) 

Вертикальные и горизонтальные опорные реакции определяются из уравнений 

равновесия сил и моментов системы. 

∑𝑉 = 𝑉𝑃1,𝐴 +𝑉𝑃1,𝐵 −∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝑙

0

, (13) 

∑𝐻 = 𝐻𝑃1,𝐴 +𝐻𝑃1,𝐵 = 0, (14) 

∑𝑀𝐶,слева = −𝑉𝑃1,𝐴 ·
𝑙

2
+ 𝐻𝑃1,𝐴 · 𝑓 + ∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑙
2

0

· (
𝑙

2
− 𝑥𝑠𝑦𝑚) = 0, (15) 
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∑𝑀𝐶,справа = 𝑉𝑃1,𝐵 ·
𝑙

2
+ 𝐻𝑃1,𝐵 · 𝑓 − ∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 · (

𝑙

2
− 𝑥𝑠𝑦𝑚) = 0

𝑙

𝑙
2

, (16) 

где: 

xsym — координата x центра тяжести нагрузки qsym(x) левой части от центрального 

шарнира. 

𝑥𝑠𝑦𝑚 =
∫ 𝑥 · 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥
𝑙
2

0

∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)
𝑙
2

0

. (17) 

Нахождение неизвестных выполняется путем решения численными методами в среде 

MathCad. 

Определение внутренних усилий в арке выполняется исходя из усилий эквивалентной 

балки. Эквивалентная балка — двухшарнирная балка пролетом, равным пролету арки и аналогичной 

нагрузкой СП 63.13330.2018 «Бетонные и железобетонные конструкции. Основные положения».2 

Усилия эквивалентной балки: 

𝑄𝑃1,𝐸𝐵(𝑥) = 𝑉𝑃1,𝐴 −∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

. (18) 

𝑀𝑃1,𝐸𝐵(𝑥) = ∫ 𝑄𝑃1,𝐸𝐵(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

. (19) 

Усилия трехшарнирной арки с симметричной нагрузкой: 

𝑁𝑃1(𝑥) = −(𝐻𝑃1,𝐴 · cos(𝜑(𝑥)) + 𝑄𝑃1,𝐸𝐵(𝑥) · 𝑠𝑖𝑛(𝜑(𝑥))) . (20) 

𝑄𝑃1(𝑥) = 𝑄𝑃1,𝐸𝐵(𝑥) · cos(𝜑(𝑥)) − 𝐻𝑃1,𝐴 · sin(𝜑(𝑥)) . (21) 

𝑀𝑃1(𝑥) = 𝑀𝑃1,𝐸𝐵(𝑥) − 𝐻𝑃1,𝐴 · 𝑦(𝑥). (22) 

Статический расчет трехшарнирной арки на несимметричную нагрузку выполняется в 

соответствии с расчетной схемой, представленной на рисунке 4. 

 

Рисунок 4. Расчетная схема трехшарнирной арки 

с действующей несимметричной нагрузкой (составлено автором) 

 
2 Свод правил СП 63.13330.2018 Бетонные и железобетонные конструкции. Основные положения. СНиП 52-01-

2003 (с Изменением № 1). Москва: Стандартинформ; 2018. 
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Уравнения равновесия трехшарнирной арки с действующей несимметричной нагрузкой: 

∑𝑉 = 𝑉𝑃2,𝐴 + 𝑉𝑃2,𝐵 −∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝑙

0

, (23) 

∑𝐻 = 𝐻𝑃2,𝐴 +𝐻𝑃2,𝐵 = 0, (24) 

∑𝑀𝐶,слева = −𝑉𝑃2,𝐴 ·
𝑙

2
+𝐻𝑃2,𝐴 · 𝑓 + ∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑙
2

0

· (
𝑙

2
− 𝑥𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚,𝑙𝑒𝑓𝑡) = 0 , (25) 

∑𝑀𝐶,справа = 𝑉𝑃2,𝐵 ·
𝑙

2
+ 𝐻𝑃2,𝐵 · 𝑓 − ∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

𝑙
2

· (𝑥𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚,𝑟𝑖𝑔𝑡ℎ −
𝑙

2
) = 0 , (26) 

где: 

xassym,left — координата x центра тяжести нагрузки qassym(x) левой части от центрального 

шарнира; 

xassym,right — координата x центра тяжести нагрузки qassym(x) правой части от центрального 

шарнира; 

𝑥𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚,𝑙𝑒𝑓𝑡 =
∫ 𝑥 · 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥
𝑙
2

0

∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥
𝑙
2

0

. (27) 

𝑥𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚,𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 =

∫ 𝑥 · 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥
𝑙
𝑙
2

∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥
𝑙
𝑙
2

. (28) 

Усилия эквивалентной балки: 

𝑄𝑃2,𝐸𝐵(𝑥) = 𝑉𝑃2,𝐴 −∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

. (29) 

𝑀𝑃2,𝐸𝐵(𝑥) = ∫ 𝑄𝑃2,𝐸𝐵(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

. (30) 

Усилия трехшарнирной арки: 

𝑁𝑃2(𝑥) = −(𝐻𝑃2,𝐴 · cos(𝜑(𝑥)) + 𝑄𝑃2,𝐸𝐵(𝑥) · sin(𝜑(𝑥))). (31) 

𝑄𝑃2(𝑥) = 𝑄𝑃2,𝐸𝐵(𝑥) · cos(𝜑(𝑥)) − 𝐻𝑃2,𝐴 · sin(𝜃(𝑥)) . (32) 

𝑀𝑃2(𝑥) = 𝑀𝑃2,𝐸𝐵(𝑥) − 𝐻𝑃2,𝐴 · 𝑦(𝑥). (33) 

 

Расчет статически неопределимых арок 

Бесшарнирная и двухшарнирная арки представляют собой статически неопределимые 

системы, определение усилий в которых невозможно с помощью одних только уравнений 

статики из-за превышения количества неизвестных реакций связей над количеством независимых 

уравнений статики. Для нахождения усилий в элементах конструкции используется метод сил, 

позволяющий заменить часть связей на эквивалентные неизвестные силы или моменты и найти 

их из условия отсутствия деформаций в направлении связи и принципа суперпозиции [1]. 

Указанные принципы математически описываются системой канонических уравнений метода 

сил. 
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{
 

 
𝛿𝑖,𝑗 · 𝑋𝑗 + 𝛿𝑖,𝑗+1 · 𝑋𝑗+1+. . . +𝛿𝑖,𝑛 · 𝑋𝑛 +△𝑖,𝑃𝑘= 0

𝛿𝑖+1,𝑗 · 𝑋𝑗 + 𝛿𝑖+1,𝑗+1 · 𝑋𝑗+1+. . . +𝛿𝑖+1,𝑛 · 𝑋𝑛 +△𝑖+1,𝑃𝑘= 0

, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝛿𝑛.𝑗 · 𝑋𝑗 + 𝛿𝑛.𝑗+1 · 𝑋𝑗+1+. . . +𝛿𝑛.𝑛 · 𝑋𝑛 +△𝑛𝑃𝑘= 0

. (34) 

где: 

δi.j — перемещение в направлении i-ой отброшенной связи, вызванное единичной j-ой 

неизвестной силой; 

Xj — неизвестная реакция отброшенной связи; 

∆i.Pk — перемещение в направлении i-ой отброшенной связи, вызванное внешней 

нагрузкой. 

Для графического представления системы канонических уравнений составляется 

эквивалентная расчетная схема с отброшенными связями, приложенной внешней нагрузкой и 

неизвестными реакциями. Для получения значений перемещений от внешней нагрузки 

составляется грузовая расчетная схема с отброшенными связями и приложенной внешней 

нагрузкой. Значения перемещений от единичных сил получают из вспомогательных расчетных 

схем с отброшенными связями и приложенными единичными нагрузками. В полученных 

схемах используется метод Максвелла-Мора, согласно которому: 

𝛿𝑖𝑗 = ∫
𝑀𝑖 · 𝑀𝑗

𝐸 · 𝐼
𝑑𝑠 + ∫

𝑁𝑖 · 𝑁𝑗

𝐸 · 𝐴
𝑑𝑠 + ∫ ɳ ·

𝑄𝑖 · 𝑄𝑗

𝐺 · 𝐴
𝑑𝑠 , (35) 

𝛿𝑖𝑗 = 𝛿𝑗𝑖  , 

△𝑖𝑃𝑘= ∫
𝑀𝑖 · 𝑀𝑃𝑘

𝐸 · 𝐼
𝑑𝑠 + ∫

𝑁𝑖 · 𝑁𝑃𝑘
𝐸 · 𝐴

𝑑𝑠 +∫ ɳ ·
𝑄𝑖 · 𝑄𝑃𝑘
𝐺 · 𝐴

𝑑𝑠 , (36) 

где: 

M̅i, N̅i, Q̅i — усилие от единичной силы в направлении i в вспомогательной системе; 

MPk, NPk, QPk — усилие от внешней нагрузки в грузовой системе; 

E — модуль упругости; 

I — момент инерции сечения; 

A — площадь сечения; 

G — модуль сдвига; 

ɳ = 1,2 — коэффициент формы поперечного сечения; 

ds — элемент длины по оси элемента. 

Для удобства расчета заменим элемент длины по оси элемента на элемент длины по оси 

горизонтальной проекции элемента, тогда получим: 

𝛿𝑖𝑗 = ∫
𝑀𝑖(𝑥) · 𝑀𝑗(𝑥)

𝐸 · 𝐼 · 𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑥))
𝑑𝑥 + ∫

𝑁𝑖(𝑥) · 𝑁𝑗(𝑥)

𝐸 · 𝐴 · 𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑥))
𝑑𝑥 +

𝑙

0

𝑙

0

∫ ɳ ·
𝑄𝑖(𝑥) · 𝑄𝑗(𝑥)

𝐺 · 𝐴 · 𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑥))
𝑑𝑥

𝑙

0

. (37) 

△𝑖𝑃𝑘= ∫
𝑀𝑖(𝑥) · 𝑀𝑃𝑘(𝑥)

𝐸 · 𝐼 · 𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑥))
𝑑𝑥 + ∫

𝑁𝑖(𝑥) · 𝑁𝑃𝑘(𝑥)

𝐸 · 𝐴 · 𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑥))
𝑑𝑥 +

𝑙

0

𝑙

0

∫ ɳ ·
𝑄𝑖(𝑥) · 𝑄𝑃𝑘(𝑥)

𝐺 · 𝐴 · 𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑥))
𝑑𝑥

𝑙

0

. (38) 

Для вспомогательных и грузовых схем используется трехшарнирная арка с неизвестными 

реакциями, замененными на неизвестные усилия. 
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Данное решение позволяет воспользоваться результатами расчета трехшарнирной арки, 

полученными ранее, для расчета грузовых коэффициентов. 

Статический расчет вспомогательной расчетной схемы 1 выполняется в соответствии с 

рисунком 5. 

 

Рисунок 5. Вспомогательная расчетная схема 1 (составлено автором). 

Уравнения равновесия вспомогательной расчетной схемы 1: 

∑𝑉 = 𝑉1.𝐴 +𝑉1.𝐵 = 0. (39) 

∑𝐻 = 𝐻1.𝐴 +𝐻1.𝐵 = 0. (40) 

∑𝑀𝐶.слева = −𝑉1.𝐴 ·
𝑙

2
+ 𝐻1.𝐴 · 𝑓 + 1 = 0 . (41) 

∑𝑀𝐶.справа = 𝑉1.𝐵 ·
𝑙

2
+ 𝐻1.𝐵 · 𝑓 − 1 = 0.  (42) 

Усилия эквивалентной балки для вспомогательной расчетной схемы 1: 

𝑄1.𝐸𝐵(𝑥) = 𝑉1.𝐴. (43) 

𝑀1.𝐸𝐵(𝑥) = ∫ 𝑄1.𝐸𝐵(𝑥)𝑑𝑥.
𝑥

0

 (44) 

Усилия в элементах вспомогательной расчетной схемы 1: 

𝑁1(𝑥) = −(𝐻1.𝐴 · cos(𝜑(𝑥)) + 𝑄1.𝐸𝐵(𝑥) · sin(𝜑(𝑥))) . (45) 

𝑄1(𝑥) = 𝑄1.𝐸𝐵(𝑥) · cos(𝜑(𝑥)) − 𝐻1.𝐴 · sin(𝜑(𝑥)) . (46) 

𝑀1(𝑥) = 𝑀1.𝐸𝐵(𝑥) − 𝐻1.𝐴 · 𝑦(𝑥). (47) 

Статический расчет вспомогательной расчетной схемы 2 выполняется в соответствии с 

рисунком 6. 

 

Рисунок 6. Вспомогательная расчетная схема 2 (составлено автором) 
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Уравнения равновесия вспомогательной расчетной схемы 2: 

∑𝑉 = 𝑉2.𝐴 +𝑉2.𝐵 = 0. (48) 

∑𝐻 = 𝐻2.𝐴 +𝐻2.𝐵 = 0. (49) 

∑𝑀𝐶.слева = −𝑉2.𝐴 ·
𝑙

2
+ 𝐻2.𝐴 · 𝑓 − 1 = 0 . (50) 

∑𝑀𝐶.справа = 𝑉2.𝐵 ·
𝑙

2
+ 𝐻2.𝐵 · 𝑓 = 0.  (51) 

Усилия эквивалентной балки для вспомогательной расчетной схемы 2: 

𝑄2.𝐸𝐵(𝑥) = 𝑉2.𝐴. (52) 

𝑀2.𝐸𝐵(𝑥) = 1 +∫ 𝑄2.𝐸𝐵(𝑥)𝑑𝑥.
𝑥

0

 (53) 

Усилия в элементах вспомогательной расчетной схемы 2: 

𝑁2(𝑥) = −(𝐻2.𝐴 · cos(𝜑(𝑥)) + 𝑄2.𝐸𝐵(𝑥) · sin(𝜑(𝑥))). (54) 

𝑄2(𝑥) = 𝑄2.𝐸𝐵(𝑥) · cos(𝜑(𝑥)) − 𝐻2.𝐴 · sin(𝜑(𝑥)) . (55) 

𝑀2(𝑥) = 𝑀2.𝐸𝐵(𝑥) − 𝐻2.𝐴 · 𝑦(𝑥). (56) 

Статический расчет вспомогательной расчетной схемы 3 выполняется в соответствии с 

рисунком 7. 

 

Рисунок 7. Вспомогательная расчетная схема 3 (составлено автором) 

Уравнения равновесия вспомогательной расчетной схемы 3: 

∑𝑉 = 𝑉3.𝐴
̅̅ ̅̅ ̅ +𝑉3.𝐵

̅̅ ̅̅ ̅ = 0. (57) 

∑𝐻 = 𝐻3.𝐴
̅̅ ̅̅ ̅ +𝐻3.𝐵

̅̅ ̅̅ ̅ = 0. (58) 

∑𝑀𝐶.слева = −𝑉3.𝐴
̅̅ ̅̅ ̅ ·

𝑙

2
+ 𝐻3.𝐴
̅̅ ̅̅ ̅ · 𝑓 = 0. (59) 

∑𝑀𝐶.справа = 𝑉3.𝐵
̅̅ ̅̅ ̅ ·

𝑙

2
+ 𝐻3.𝐵
̅̅ ̅̅ ̅ · 𝑓 + 1 = 0 . (60) 

Усилия эквивалентной балки для вспомогательной расчетной схемы 3: 

𝑄3.𝐸𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑥) = 𝑉3.𝐴

̅̅ ̅̅ ̅. (61) 

𝑀3.𝐸𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑥) = 1+∫ 𝑄3.𝐸𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

. (62) 
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Усилия в элементах вспомогательной расчетной схемы 3: 

𝑁3(𝑥) = −(𝐻3.𝐴 · cos(𝜑(𝑥)) + 𝑄3.𝐸𝐵(𝑥) · sin(𝜑(𝑥))). (63) 

𝑄3(𝑥) = 𝑄3.𝐸𝐵(𝑥) · cos(𝜑(𝑥)) − 𝐻3.𝐴 · sin(𝜑(𝑥)) . (64) 

𝑀3(𝑥) = 𝑀3.𝐸𝐵(𝑥) − 𝐻3.𝐴 · 𝑦(𝑥). (65) 

После получения результатов расчета вспомогательных и грузовых систем выполняется 

расчет неизвестных из канонической системы уравнений метода сил, составленных для систем. 

Система уравнений для бесшарнирной арки под действием симметричной нагрузки: 

{

𝛿11 · 𝑋1 + 𝛿12 · 𝑋2 + 𝛿13 · 𝑋3 +△1𝑃1= 0

𝛿21 · 𝑋1 + 𝛿22 · 𝑋2 + 𝛿23 · 𝑋3 +△2𝑃1= 0

𝛿31 · 𝑋1 + 𝛿32 · 𝑋2 + 𝛿33 · 𝑋3 +△3𝑃1= 0.
 (66) 

Система уравнений для бесшарнирной арки под действием несимметричной нагрузки: 

{

𝛿11 · 𝑋4 + 𝛿12 · 𝑋5 + 𝛿13 · 𝑋6 +△1𝑃2= 0

𝛿21 · 𝑋4 + 𝛿22 · 𝑋5 + 𝛿23 · 𝑋6 +△2𝑃2= 0

𝛿31 · 𝑋4 + 𝛿32 · 𝑋5 + 𝛿33 · 𝑋6 +△3𝑃2= 0.
 (67) 

Система уравнений для двухшарнирной арки под действием симметричной нагрузки: 

𝛿11 · 𝑋7 +△1𝑃1= 0. (68) 

Система уравнений для двухшарнирной арки под действием несимметричной нагрузки: 

𝛿11 · 𝑋8 +△1𝑃2= 0. (69) 

После нахождения неизвестных реакций, усилия в исходной схеме: 

𝑀𝑘(𝑥) = 𝑀𝑖(𝑥) · 𝑋𝑖.𝑃𝑘 +𝑀𝑖+1(𝑥) · 𝑋𝑖+1.𝑃𝑘 + . . . +𝑀𝑛(𝑥) · 𝑋𝑛.𝑃𝑘 +𝑀𝑃𝑘(𝑥). (70) 

𝑁𝑘(𝑥) = 𝑁𝑖(𝑥) · 𝑋𝑖.𝑃𝑘 + 𝑁𝑖+1(𝑥) · 𝑋𝑖+1.𝑃𝑘 + . . . +𝑁𝑛(𝑥) · 𝑋𝑛.𝑃𝑘 + 𝑁𝑃𝑘(𝑥). (71) 

𝑄𝑘(𝑥) = 𝑄𝑖(𝑥) · 𝑋𝑖.𝑃𝑘 + 𝑄𝑖+1(𝑥) · 𝑋𝑖+1.𝑃𝑘 + . . . +𝑄𝑛(𝑥) · 𝑋𝑛.𝑃𝑘 + 𝑄𝑃𝑘(𝑥). (72) 

Определение опорных реакций эквивалентной системы выполняется из условий 

выполнения уравнений равновесия с учетом найденных неизвестных реакций. 

Определение опорных реакций в бесшарнирной арке при действии симметричной 

нагрузки выполняется в соответствии с расчетной схемой, представленной на рисунке 8. 

 

Рисунок 8. Эквивалентная система бесшарнирной 

арки при действии симметричной нагрузки (составлено автором) 
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Уравнения равновесия эквивалентной системы бесшарнирной арки при действии 

симметричной нагрузки: 

∑𝑉 = 𝑉1.𝐴 +𝑉1.𝐵 −∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝑙

0

. (73) 

∑𝐻 = 𝐻1.𝐴 +𝐻1.𝐵 = 0. (74) 

∑𝑀𝐶.слева = −𝑉1.𝐴 ·
𝑙

2
+ 𝐻1.𝐴 · 𝑓 + ∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑙
2

0

· (
𝑙

2
− 𝑥𝑠𝑦𝑚) − 𝑋2 + 𝑋1 = 0. (75) 

∑𝑀𝐶.справа = 𝑉1.𝐵 ·
𝑙

2
+ 𝐻1.𝐵 · 𝑓 − ∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 · (

𝑙

2
− 𝑥𝑠𝑦𝑚) + 𝑋3 − 𝑋1 = 0

𝑙

𝑙
2

.  (76) 

Определение опорных реакций в бесшарнирной арке при действии несимметричной 

нагрузки выполняется в соответствии с расчетной схемой, представленной на рисунке 9. 

 

Рисунок 9. Эквивалентная система бесшарнирной арки 

при действии несимметричной нагрузки (составлено автором) 

Уравнения равновесия эквивалентной системы бесшарнирной арки при действии 

несимметричной нагрузки: 

∑𝑉 = 𝑉2.𝐴 + 𝑉2.𝐵 −∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝑙

0

.  (77) 

∑𝐻 = 𝐻2.𝐴 +𝐻2.𝐵 = 0. (78) 

∑𝑀𝐶.слева = −𝑉2.𝐴 ·
𝑙

2
+ 𝐻2.𝐴 · 𝑓 + ∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑙
2

0

· (
𝑙

2
− 𝑥𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚.𝑙𝑒𝑓𝑡) − 𝑋5 + 𝑋4 = 0.  (79) 

∑𝑀𝐶.справа = 𝑉2.𝐵 ·
𝑙

2
+ 𝐻2.𝐵 · 𝑓 − ∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

𝑙
2

· (𝑥𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚.𝑟𝑖𝑔𝑡ℎ −
𝑙

2
) + 𝑋6 − 𝑋4 = 0.  (80) 

Определение опорных реакций в двухшарнирной арке при действии симметричной 

нагрузки выполняется в соответствии с расчетной схемой, представленной на рисунке 10. 

Уравнения равновесия эквивалентной системы двухшарнирной арки при действии 

симметричной нагрузки: 

∑𝑉 = 𝑉3.𝐴 +𝑉3.𝐵 −∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0.
𝑙

0

 (81) 
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∑𝐻 = 𝐻3.𝐴 +𝐻3.𝐵 = 0 . (82) 

∑𝑀𝐶.слева = −𝑉3.𝐴 ·
𝑙

2
+ 𝐻3.𝐴 · 𝑓 + ∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑙
2

0

· (
𝑙

2
− 𝑥𝑠𝑦𝑚) + 𝑋7 = 0 . (83) 

∑𝑀𝐶.справа = 𝑉3.𝐵 ·
𝑙

2
+ 𝐻3.𝐵 · 𝑓 − ∫ 𝑞𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 · (

𝑙

2
− 𝑥𝑠𝑦𝑚) − 𝑋7 = 0.

𝑙

𝑙
2

 (84) 

 

Рисунок 10. Эквивалентная система двухшарнирной арки 

при действии симметричной нагрузки (составлено автором) 

Определение опорных реакций в двухшарнирной арке при действии несимметричной 

нагрузки выполняется в соответствии с расчетной схемой, представленной на рисунке 11. 

 

Рисунок 11. Эквивалентная система двухшарнирной арки 

при действии несимметричной нагрузки (составлено автором) 

Уравнения равновесия эквивалентной системы двухшарнирной арки при действии 

несимметричной нагрузки: 

∑𝑉 = 𝑉4.𝐴 + 𝑉4.𝐵 −∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0.
𝑙

0

 (85) 

∑𝐻 = 𝐻4.𝐴 +𝐻4.𝐵 = 0. (86) 

∑𝑀𝐶.слева = −𝑉4.𝐴 ·
𝑙

2
+ 𝐻4.𝐴 · 𝑓 + ∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑙
2

0

· (
𝑙

2
− 𝑥𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚.𝑙𝑒𝑓𝑡) + 𝑋8 = 0 . (87) 

∑𝑀𝐶.справа = 𝑉4.𝐵 ·
𝑙

2
+ 𝐻4.𝐵 · 𝑓 − ∫ 𝑞𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

𝑙
2

· (𝑥𝑎𝑠𝑠𝑦𝑚.𝑟𝑖𝑔𝑡ℎ −
𝑙

2
) − 𝑋8 = 0.  (88) 
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Элементы трехшарнирных, двухшарнирных и бесшарнирных арок испытывают 

внецентренно-сжатое напряженно-деформированное состояние. Условие прочности и 

устойчивости внецентренно-сжатого железобетонного элемента. 

𝑀𝑢𝑙𝑡.𝑘(𝑥) ≥ 𝑀𝑝𝑟.𝑘(𝑥), (89) 

где: 

Mpr.k(x) — приведенный момент; 

Mult.k(x) — предельно-допустимый изгибающий момент. 

𝑀𝑝𝑟.𝑘(𝑥) = |𝑁𝑘(𝑥)| · 𝑒𝑘(𝑥), (90) 

где: 

Nk(x) — сжимающее усилие; 

ek(x) — расстояние от точки приложения продольной силы до центра тяжести сечения 

растянутой или наименее сжатой (при полностью сжатом сечении элемента) арматуры, равное 

𝑒𝑘(𝑥) = 𝑒0.𝑘(𝑥) +
ℎ0 − 𝑎

′
𝑠

2
, (91) 

где: 

e0.k(x) — начальный эксцентриситет; 

h0 — рабочая высота сечения; 

a’s — расстояние от равнодействующей усилий в сжатой арматуре до ближайшей грани 

сечения, согласно «СП 63.13330.2018 Бетонные и железобетонные конструкции. Основные 

положения».2 

𝑒0.𝑘(𝑥) = |
𝑀𝑘(𝑥)

𝑁𝑘(𝑥)
| , (92) 

где: 

Mk(x) — изгибающий момент. 

𝑀𝑢𝑙𝑡.𝑘(𝑥) = 𝑅𝑏 · 𝑏 · ℎ
′
𝑏.𝑘(𝑥) · (ℎ0 −

ℎ
′
𝑏.𝑘(𝑥)

2
) + 𝑅𝑠𝑐 · 𝐴

′
𝑠 · (ℎ0 − 𝑎

′
𝑠). (93) 

ℎ
′
𝑏.𝑘(𝑥) =

|𝑁𝑘(𝑥)| + 𝑅𝑠 · 𝐴𝑠 − 𝑅𝑠𝑐 · 𝐴
′
𝑠

𝑅𝑏 · 𝐴
. (94) 

Эффективность работы конструкций оценивается коэффициентом эффективности 

равному отношению приведенного момента к предельно-допустимому изгибающему моменту 

в сечении. 

𝐾𝑜𝑝𝑡.𝑘(𝑥) =
𝑀𝑝𝑟.𝑘(𝑥)

𝑀𝑢𝑙𝑡.𝑘(𝑥)
. (95) 

 

Результаты исследования 

Рассматриваемые конструкции представляют собой сплошные железобетонные арки 

постоянного сечения с симметричным армированием, из-за чего оценку изгибающего момента 

и поперечных сил допустимо выполнять по абсолютному значению, без учета знака. 
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В таблицах 1, 3 представлены максимальные и минимальные значения усилий, полученные 

при расчете конструкций пролетом 12 м и 24 м соответственно. Согласно полученным данным, 

все арки на большинстве участков пролета испытывают внецентренное сжатие, на части 

участков пролета сжатие центральное, вне зависимости от типа приложенной нагрузки. 

В таблицах 2, 4 указаны изменения предельных усилий, действующих в арках. 

Предельными называются усилия, наибольшие по абсолютному значению среди всех усилий, 

действующих в сечениях конструкции. Приведенные в таблицах значения изменений являются 

относительными, каждый показатель вычислен относительно его значения в предыдущей 

строке. Согласно данным, при действии симметричной нагрузки абсолютное значение 

предельного изгибающего момента снижается с переходом от большего отношения стрелы 

подъема к пролету к меньшему в интервале 29–64 %, предельной продольной силы 

увеличивается в интервале 10–26 %. Абсолютное значение предельной поперечной силы 

уменьшается в интервале 28–54 %. Величина снижения значения уменьшается с каждым 

последующим переходом. 

При действии несимметричной нагрузки абсолютное значение предельного изгибающего 

момента первоначально уменьшается с переходом от большего отношения стрелы подъема к 

пролету к меньшему в интервале 33–70 %, но после нескольких переходов увеличивается в 

интервале 8–50 %. Для бесшарнирных арок пролетом 12 м увеличение возникает при переходе 

с отношения стрелы подъема к пролету 1:4 на 1:6. Для трехшарнирных и двухшарнирных арок 

пролетом 12 м и бесшарнирных арок пролетом 24 м увеличение возникает при переходе с 1:6 

на 1:8. Для трехшарнирных и двухшарнирных арок пролетом 24 м увеличение происходит при 

переходе с 1:8 на 1:10. Абсолютное значение предельной продольной силы увеличивается при 

переходе от большего отношения стрелы подъема к меньшему в интервале 5–22 %. Значение 

предельной поперечной силы первоначально уменьшается с переходом от большего отношения 

стрелы подъема к пролету к меньшему в интервале 22–57 %, но после нескольких переходов 

увеличивается в интервале 2–23 %. Для арок пролетом 12 м увеличение возникает при переходе 

с 1:8 на 1:10, для арок пролетом 24 м увеличение происходит при переходе с 1:10 на 1:12. 

Таблица 1 

Предельные усилия, действующие в сечениях конструкций пролетом 12 м 

f/l Mmax, кН∙м Mmin, кН∙м Nmax, кН Nmin, кН Qmax, кН Qmin, кН 

Трехшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 0,00 -24,16 -34,64 -67,86 20,24 -20,24 

1:4 0,00 -9,49 -54,00 -76,51 10,11 -10,11 

1:6 0,00 -4,35 -80,25 -96,41 5,20 -5,20 

1:8 0,00 -2,51 -106,76 -119,32 3,14 -3,14 

1:10 0,00 -1,64 -133,36 -143,60 2,09 -2,09 

1:12 0,00 -1,16 -160,00 -168,63 1,50 -1,50 

Трехшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 0,35 -20,09 -32,30 -71,30 17,99 -17,07 

1:4 1,14 -6,87 -49,72 -75,66 7,85 -5,43 

1:6 2,95 -2,77 -73,31 -91,21 3,72 -1,37 

1:8 4,19 -1,46 -97,53 -111,10 2,32 -1,68 

1:10 4,86 -1,09 -122,30 -133,17 2,71 -1,91 

1:12 5,23 -1,00 -147,60 -156,62 2,77 -2,07 

Бесшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 17,50 -10,54 -36,21 -68,21 21,77 -21,77 

1:4 6,37 -4,21 -54,70 -76,93 10,67 -10,67 

1:6 2,44 -2,02 -80,36 -96,51 5,27 -5,27 

1:8 1,60 -1,35 -106,19 -118,82 2,87 -2,87 

1:10 1,48 -1,22 -131,81 -142,17 1,50 -1,50 

1:12 1,59 -1,51 -157,05 -165,84 0,86 -0,86 
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f/l Mmax, кН∙м Mmin, кН∙м Nmax, кН Nmin, кН Qmax, кН Qmin, кН 

Бесшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 9,70 -9,43 -33,62 -72,14 19,39 -18,23 

1:4 2,28 -2,90 -50,15 -76,30 8,49 -5,47 

1:6 1,70 -3,11 -73,15 -91,37 4,01 -0,87 

1:8 2,05 -4,46 -96,73 -110,62 3,04 -1,13 

1:10 2,39 -5,35 -120,63 -131,81 3,74 -1,29 

1:12 2,72 -6,09 -144,70 -154,04 4,05 -1,40 

Двухшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 11,96 -18,60 -32,15 -67,32 17,81 -17,81 

1:4 5,23 -7,05 -52,25 -75,47 8,71 -8,71 

1:6 2,73 -3,09 -78,88 -95,32 4,38 -4,38 

1:8 1,98 -1,61 -105,43 -118,15 2,51 -2,51 

1:10 1,83 -0,85 -131,83 -142,19 1,51 -1,51 

1:12 1,96 -0,38 -158,04 -166,77 0,86 -0,86 

Двухшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 8,44 -16,31 -30,60 -70,93 16,33 -15,42 

1:4 3,22 -5,81 -48,99 -75,22 7,27 -4,84 

1:6 3,08 -2,68 -73,22 -91,15 3,67 -1,36 

1:8 3,92 -1,74 -97,79 -111,33 2,44 -1,70 

1:10 4,56 -1,49 -122,68 -133,52 2,54 -1,94 

1:12 5,05 -1,23 -147,85 -156,86 2,70 -2,09 

Составлено автором 

Таблица 2 

Относительное изменение предельных усилий в арках 

пролетом 12 м в зависимости от отношения стрелы подъема к пролету 

f/l Δ|M|max, % Δ|N|max, % Δ|Q|max, % 

Трехшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -61 % 13 % -50 % 

1:6 -54 % 26 % -49 % 

1:8 -42 % 24 % -40 % 

1:10 -35 % 20 % -33 % 

1:12 -29 % 17 % -28 % 

Трехшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -66 % 6 % -56 % 

1:6 -57 % 21 % -53 % 

1:8 42 % 22 % -38 % 

1:10 16 % 20 % 17 % 

1:12 8 % 18 % 2 % 

Бесшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -64 % 13 % -51 % 

1:6 -62 % 25 % -51 % 

1:8 -34 % 23 % -46 % 

1:10 -8 % 20 % -48 % 

1:12 7 % 17 % -43 % 

Бесшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -70 % 6 % -56 % 

1:6 7 % 20 % -53 % 

1:8 43 % 21 % -24 % 

1:10 20 % 19 % 23 % 

1:12 14 % 17 % 8 % 
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f/l Δ|M|max, % Δ|N|max, % Δ|Q|max, % 

Двухшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -62 % 12 % -51 % 

1:6 -56 % 26 % -50 % 

1:8 -36 % 24 % -43 % 

1:10 -8 % 20 % -40 % 

1:12 7 % 17 % -43 % 

Двухшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -64 % 6 % -55 % 

1:6 -47 % 21 % -50 % 

1:8 27 % 22 % -34 % 

1:10 16 % 20 % 4 % 

1:12 11 % 17 % 6 % 

Составлено автором 

Таблица 3 

Предельные усилия, действующие в сечениях конструкций пролетом 24 м 

f/l Mmax, кН∙м Mmin, кН∙м Nmax, кН Nmin, кН Qmax, кН Qmin, кН 

Трехшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 0,00 -153,01 -115,54 -232,93 66,01 -66,01 

1:4 0,00 -57,50 -178,02 -255,20 31,12 -31,12 

1:6 0,00 -25,79 -262,26 -316,18 15,54 -15,54 

1:8 0,00 -14,77 -347,50 -388,89 9,28 -9,28 

1:10 0,00 -9,63 -433,21 -466,74 6,18 -6,18 

1:12 0,00 -6,80 -519,16 -547,31 4,41 -4,41 

Трехшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 0,74 -136,57 -110,76 -239,82 61,42 -59,58 

1:4 1,95 -46,91 -169,00 -253,25 26,28 -21,32 

1:6 6,19 -19,11 -247,12 -304,84 11,93 -5,42 

1:8 11,64 -10,05 -326,59 -370,38 6,67 -2,64 

1:10 15,41 -6,01 -406,99 -442,19 4,79 -3,08 

1:12 17,80 -4,40 -488,06 -517,45 5,77 -3,41 

Бесшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 111,53 -66,59 -120,68 -234,06 71,03 -71,03 

1:4 40,06 -25,12 -180,51 -256,70 33,11 -33,11 

1:6 17,44 -11,29 -263,70 -317,32 16,40 -16,40 

1:8 9,49 -6,55 -348,34 -389,62 9,67 -9,67 

1:10 5,57 -4,41 -433,50 -467,01 6,29 -6,29 

1:12 3,83 -3,31 -518,83 -547,00 4,31 -4,31 

Бесшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 80,46 -61,58 -115,39 -241,92 66,17 -63,85 

1:4 16,07 -18,19 -170,91 -255,16 28,37 -22,27 

1:6 6,60 -7,49 -247,87 -306,00 13,12 -5,13 

1:8 6,09 -11,26 -326,66 -370,87 7,51 -1,72 

1:10 6,98 -14,65 -406,44 -442,03 5,86 -2,11 

1:12 7,81 -16,78 -486,84 -516,60 7,03 -2,39 

Двухшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 74,48 -118,91 -107,78 -231,23 58,44 -58,44 

1:4 30,78 -43,24 -172,89 -252,12 27,02 -27,02 

1:6 14,51 -19,06 -258,64 -313,27 13,36 -13,36 

1:8 8,69 -10,75 -344,61 -386,33 7,92 -7,92 

1:10 6,07 -6,83 -430,68 -464,40 5,20 -5,20 

1:12 4,77 -4,63 -516,77 -545,05 3,64 -3,64 
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f/l Mmax, кН∙м Mmin, кН∙м Nmax, кН Nmin, кН Qmax, кН Qmin, кН 

Двухшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 59,83 -109,91 -104,59 -238,46 55,40 -53,57 

1:4 20,52 -38,06 -165,86 -251,37 23,77 -18,82 

1:6 10,24 -16,87 -245,98 -303,94 11,25 -4,74 

1:8 11,33 -10,28 -326,73 -370,50 6,73 -2,64 

1:10 13,62 -7,91 -408,10 -443,21 4,69 -3,15 

1:12 15,36 -7,70 -489,94 -519,23 5,21 -3,53 

Составлено автором 

Таблица 4 

Относительное изменение предельных усилий в арках 

пролетом 24 м в зависимости от отношения стрелы подъема к пролету 

f/l Δ|M|max, % Δ|N|max, % Δ|Q|max, % 

Трехшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -62 % 10 % -53 % 

1:6 -55 % 24 % -50 % 

1:8 -43 % 23 % -40 % 

1:10 -35 % 20 % -33 % 

1:12 -29 % 17 % -29 % 

Трехшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -66 % 6 % -57 % 

1:6 -59 % 20 % -55 % 

1:8 -39 % 21 % -44 % 

1:10 32 % 19 % -28 % 

1:12 16 % 17 % 20 % 

Бесшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -64 % 10 % -53 % 

1:6 -56 % 24 % -50 % 

1:8 -46 % 23 % -41 % 

1:10 -41 % 20 % -35 % 

1:12 -31 % 17 % -31 % 

Бесшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -77 % 5 % -57 % 

1:6 -59 % 20 % -54 % 

1:8 50 % 21 % -43 % 

1:10 30 % 19 % -22 % 

1:12 15 % 17 % 20 % 

Двухшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -64 % 9 % -54 % 

1:6 -56 % 24 % -51 % 

1:8 -44 % 23 % -41 % 

1:10 -36 % 20 % -34 % 

1:12 -30 % 17 % -30 % 

Двухшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -65 % 5 % -57 % 

1:6 -56 % 21 % -53 % 

1:8 -33 % 22 % -40 % 

1:10 20 % 20 % -30 % 

1:12 13 % 17 % 11 % 

Составлено автором 
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В таблицах 5, 7 представлены опорные реакции, полученные при расчете конструкций 

пролетом 12 м и 24 м соответственно, в таблицах 6, 8 представлены относительные изменения 

опорных реакций, каждое значение вычислено относительно предыдущего значения этого же 

параметра. Согласно полученным данным, при действии симметричной и несимметричной 

нагрузки вертикальные реакции уменьшаются с уменьшением отношения стрелы подъема к 

пролету, что объясняется уменьшением массы конструкции, горизонтальные реакции увеличиваются 

с уменьшением отношения стрелы подъема к пролету из-за возрастания величины распора. 

Величина опорного момента уменьшается в бесшарнирной арке пролетом 12 м при симметричной 

нагрузке до достижения значения в интервале между 1:10 и 1:12 отношения стрелы подъема к 

пролету, после чего возрастает. При несимметричной нагрузке опорный момент уменьшается 

с уменьшением отношения стрелы подъема к полету до достижения отношения стрелы подъема 

к полету в интервале между 1:6 и 1:8 пролета. В бесшарнирной арке пролетом 24 м при 

симметричной нагрузке опорный момент уменьшается с уменьшением отношения стрелы 

подъема к пролету, при несимметричной нагрузке опорный момент уменьшается с уменьшением 

отношения стрелы подъема до достижения отношения стрелы подъема к пролету в интервале 

между 1:8 и 1:10. 

Таблица 5 

Реакции, действующие в опорах конструкций пролетом 12 м 

f/l Va, кН Ha, кН Ma, кН∙м Vb, кН Hb, кН Mb, кН∙м 

Трехшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 61,77 34,64 0,00 61,77 -34,64 0,00 

1:4 55,15 54,00 0,00 55,15 -54,00 0,00 

1:6 53,69 80,25 0,00 53,69 -80,25 0,00 

1:8 53,38 106,76 0,00 53,38 -106,76 0,00 

1:10 53,30 133,36 0,00 53,30 -133,36 0,00 

1:12 53,27 160,00 0,00 53,27 -160,00 0,00 

Трехшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 65,81 32,31 0,00 61,66 -32,31 0,00 

1:4 57,27 49,73 0,00 53,22 -49,73 0,00 

1:6 54,27 73,32 0,00 50,34 -73,32 0,00 

1:8 53,21 97,54 0,00 49,39 -97,54 0,00 

1:10 52,70 122,31 0,00 49,01 -122,31 0,00 

1:12 52,41 147,60 0,00 48,85 -147,60 0,00 

Бесшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 61,77 36,21 17,50 61,77 -36,21 17,50 

1:4 55,15 54,70 6,37 55,15 -54,70 6,37 

1:6 53,69 80,36 2,44 53,69 -80,36 2,44 

1:8 53,38 106,19 0,75 53,38 -106,19 0,75 

1:10 53,30 131,81 -0,38 53,30 -131,81 -0,38 

1:12 53,27 157,05 -1,36 53,27 -157,05 -1,36 

Бесшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 66,38 33,62 9,70 61,09 -33,62 16,52 

1:4 57,76 50,15 0,10 52,73 -50,15 6,01 

1:6 54,75 73,15 -3,10 49,85 -73,15 2,72 

1:8 53,70 96,74 -4,46 48,91 -96,74 1,41 

1:10 53,20 120,63 -5,35 48,52 -120,63 0,59 

1:12 52,91 144,71 -6,09 48,35 -144,71 -0,11 

Двухшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 61,77 32,15 0,00 61,77 -32,15 0,00 

1:4 55,15 52,25 0,00 55,15 -52,25 0,00 

1:6 53,69 78,88 0,00 53,69 -78,88 0,00 

1:8 53,38 105,43 0,00 53,38 -105,43 0,00 

1:10 53,30 131,83 0,00 53,30 -131,83 0,00 

1:12 53,27 158,04 0,00 53,27 -158,04 0,00 
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f/l Va, кН Ha, кН Ma, кН∙м Vb, кН Hb, кН Mb, кН∙м 

Двухшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 65,81 30,61 0,00 61,66 -30,61 0,00 

1:4 57,27 49,00 0,00 53,22 -49,00 0,00 

1:6 54,27 73,23 0,00 50,34 -73,23 0,00 

1:8 53,21 97,80 0,00 49,39 -97,80 0,00 

1:10 52,70 122,68 0,00 49,01 -122,68 0,00 

1:12 52,41 147,86 0,00 48,85 -147,86 0,00 

Составлено автором 

Таблица 6 

Относительное изменение предельных реакций опор в арках 

пролетом 12 м в зависимости от отношения стрелы подъема к пролету 

f/l Δ|V|max, % Δ|H|max, % Δ|M|max, % 

Трехшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -11 % 56 % — 

1:6 -3 % 49 % — 

1:8 -1 % 33 % — 

1:10 0 % 25 % — 

1:12 0 % 20 % — 

Трехшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -13 % 54 % — 

1:6 -5 % 47 % — 

1:8 -2 % 33 % — 

1:10 -1 % 25 % — 

1:12 -1 % 21 % — 

Бесшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -11 % 51 % -64 % 

1:6 -3 % 47 % -62 % 

1:8 -1 % 32 % -69 % 

1:10 0 % 24 % -49 % 

1:12 0 % 19 % 258 % 

Бесшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — - 

1:4 -13 % 49 % -64 % 

1:6 -5 % 46 % -48 % 

1:8 -2 % 32 % 44 % 

1:10 -1 % 25 % 20 % 

1:12 -1 % 20 % 14 % 

Двухшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -11 % 63 % — 

1:6 -3 % 51 % — 

1:8 -1 % 34 % — 

1:10 0 % 25 % — 

1:12 0 % 20 % — 

Двухшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -13 % 60 % — 

1:6 -5 % 49 % — 

1:8 -2 % 34 % — 

1:10 -1 % 25 % — 

1:12 -1 % 21 % — 

Составлено автором  

https://esj.today/
http://izd-mn.com/


Вестник Евразийской науки 

The Eurasian Scientific Journal 

2026, Том 18, № 4 

2026, Vol. 18, Iss. 4 

ISSN 2588-0101 

https://esj.today 
 

Страница 22 из 27 

38ECVN426 
Издательство «Мир науки» \ Publishing company «World of science» http://izd-mn.com 

Таблица 7 

Реакции, действующие в опорах конструкций пролетом 24 м 

f/l Va, кН Ha, кН Ma, кН∙м Vb, кН Hb, кН Mb, кН∙м 

Трехшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 212,76 115,54 0,00 212,76 -115,54 0,00 

1:4 185,49 178,02 0,00 185,49 -178,02 0,00 

1:6 177,27 262,26 0,00 177,27 -262,26 0,00 

1:8 174,82 347,50 0,00 174,82 -347,50 0,00 

1:10 173,81 433,21 0,00 173,81 -433,21 0,00 

1:12 173,33 519,16 0,00 173,33 -519,16 0,00 

Трехшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 220,89 110,77 0,00 212,53 -110,77 0,00 

1:4 189,81 169,01 0,00 181,55 -169,01 0,00 

1:6 178,57 247,13 0,00 170,43 -247,13 0,00 

1:8 174,67 326,60 0,00 166,63 -326,60 0,00 

1:10 172,90 407,00 0,00 164,97 -407,00 0,00 

1:12 171,95 488,07 0,00 164,12 -488,07 0,00 

Бесшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 212,76 120,68 111,53 212,76 -120,68 111,53 

1:4 185,49 180,51 40,06 185,49 -180,51 40,06 

1:6 177,27 263,70 17,44 177,27 -263,70 17,44 

1:8 174,82 348,34 9,49 174,82 -348,34 9,49 

1:10 173,81 433,50 5,57 173,81 -433,50 5,57 

1:12 173,33 518,83 3,17 173,33 -518,83 3,17 

Бесшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 222,00 115,40 80,46 211,42 -115,40 107,17 

1:4 190,77 170,91 15,25 180,59 -170,91 38,27 

1:6 179,50 247,87 -4,45 169,50 -247,87 17,75 

1:8 175,59 326,66 -11,26 165,71 -326,66 10,96 

1:10 173,83 406,44 -14,65 164,03 -406,44 7,70 

1:12 172,89 486,85 -16,78 163,18 -486,85 5,85 

Двухшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 212,76 107,78 0,00 212,76 -107,78 0,00 

1:4 185,49 172,89 0,00 185,49 -172,89 0,00 

1:6 177,27 258,64 0,00 177,27 -258,64 0,00 

1:8 174,82 344,61 0,00 174,82 -344,61 0,00 

1:10 173,81 430,68 0,00 173,81 -430,68 0,00 

1:12 173,33 516,77 0,00 173,33 -516,77 0,00 

Двухшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 220,89 104,60 0,00 212,53 -104,60 0,00 

1:4 189,81 165,87 0,00 181,55 -165,87 0,00 

1:6 178,57 245,99 0,00 170,43 -245,99 0,00 

1:8 174,67 326,74 0,00 166,63 -326,74 0,00 

1:10 172,90 408,11 0,00 164,97 -408,11 0,00 

1:12 171,95 489,95 0,00 164,12 -489,95 0,00 

Составлено автором 

Таблица 8 

Относительное изменение предельных реакций опор в арках 

пролетом 24 м в зависимости от отношения стрелы подъема к пролету 

f/l Δ|V|max, % Δ|H|max, % Δ|M|max, % 

Трехшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -13 % 54 % — 

1:6 -4 % 47 % — 

1:8 -1 % 33 % — 

1:10 -1 % 25 % — 

1:12 0 % 20 % — 
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f/l Δ|V|max, % Δ|H|max, % Δ|M|max, % 

Трехшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -14 % 53 % — 

1:6 -6 % 46 % — 

1:8 -2 % 32 % — 

1:10 -1 % 25 % — 

1:12 -1 % 20 % — 

Бесшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -13 % 50 % -64 % 

1:6 -4 % 46 % -56 % 

1:8 -1 % 32 % -46 % 

1:10 -1 % 24 % -41 % 

1:12 0 % 20 % -43 % 

Бесшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -14 % 48 % -64 % 

1:6 -6 % 45 % -54 % 

1:8 -2 % 32 % -37 % 

1:10 -1 % 24 % 30 % 

1:12 -1 % 20 % 15 % 

Двухшарнирная арка под действием симметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -13 % 60 % — 

1:6 -4 % 50 % — 

1:8 -1 % 33 % — 

1:10 -1 % 25 % — 

1:12 0 % 20 % — 

Двухшарнирная арка под действием несимметричной нагрузки 

1:2,5 — — — 

1:4 -14 % 59 % — 

1:6 -6 % 48 % — 

1:8 -2 % 33 % — 

1:10 -1 % 25 % — 

1:12 -1 % 20 % — 

Составлено автором 

В таблицах 9, 10 указаны максимальные значения коэффициента использования 

конструкций арок. Коэффициент использования конструкции трехшарнирных, двухшарнирных и 

бесшарнирных железобетонных арок снижается с уменьшением стрелы подъема до достижения 

отношения стрелы подъема к пролету 1:6–1:8. Дальнейшее уменьшение стрелы подъема 

увеличивает коэффициент использования, либо не изменяет значения. В части конфигураций 

арки значение коэффициента использования при несимметричной нагрузке больше, чем при 

симметричной, в другой части наоборот. 

Таблица 9 

Максимальные значения коэффициента использования конструкций пролетом 12 м 

f/l 

Kopt,k 

трехшарнирная бесшарнирная двухшарнирная 

сим. нагрузка несим. нагрузка сим. нагрузка несим. нагрузка сим. нагрузка несим. нагрузка 

1:2,5 0,93 0,91 0,68 0,65 0,73 0,66 

1:4 0,42 0,40 0,32 0,30 0,34 0,29 

1:6 0,26 0,24 0,20 0,22 0,22 0,21 

1:8 0,22 0,20 0,18 0,27 0,20 0,25 

1:10 0,22 0,20 0,20 0,30 0,21 0,28 

1:12 0,22 0,20 0,22 0,33 0,22 0,30 

Составлено автором 
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Таблица 10 

Максимальные значения коэффициента использования конструкций пролетом 24 м 

f/l 

Kopt.k 

трехшарнирная бесшарнирная двухшарнирная 

сим. нагрузка несим. нагрузка сим. нагрузка несим. нагрузка сим. нагрузка несим. нагрузка 

1:2,5 0,97 0,95 0,73 0,71 0,78 0,73 

1:4 0,46 0,44 0,37 0,36 0,38 0,35 

1:6 0,31 0,30 0,28 0,28 0,28 0,27 

1:8 0,28 0,27 0,27 0,27 0,27 0,26 

1:10 0,28 0,27 0,27 0,30 0,27 0,29 

1:12 0,29 0,28 0,28 0,32 0,28 0,31 

Составлено автором 

 

Выводы 

Таблицы, полученные в ходе исследования, позволяют выполнить предварительную 

оценку влияния изменения стрелы подъема железобетонных арок на усилия, опорные реакции 

и эффективность использования конструкции и снижают необходимость в расчете нескольких 

вариантов конструкции. Рассмотрение различных вариантов конструкций с разной стрелой 

подъема требуется при значительном отличии нагрузок рассматриваемого объекта, от нагрузок, 

рассмотренных в статье, таких как сейсмическая нагрузка, значительные горизонтальные или 

знакопеременные нагрузки. 

На основании данных, полученных в ходе исследования можно сформулировать 

следующие выводы о зависимости работы железобетонных круговых арок от отношения стрелы 

подъема арки к пролету. 

Вне зависимости от симметричности нагрузки и отношения стрелы подъема к пролету 

трехшарнирные, двухшарнирные и бесшарнирные арки испытывают на всех участках 

внецентренное или центральное сжатие. 

При действии симметричной нагрузки на трехшарнирные, бесшарнирные и двухшарнирные 

арки, максимальные абсолютные значения изгибающих моментов и поперечных сил уменьшаются 

с уменьшением стрелы подъема арки, продольных сил увеличиваются с уменьшением стрелы 

подъема арки. Динамика изменений усилий при действии симметричной нагрузки представлена в 

таблицах 2 и 4. Вертикальные опорные реакции уменьшаются с уменьшением стрелы подъема. 

Значимое уменьшение происходит до достижения отношения стрелы подъема к пролету 

равного 1:6, дальнейшее уменьшение стрелы подъема вызывает незначительное уменьшение. 

Горизонтальные опорные реакции увеличиваются с уменьшением стрелы подъема. Опорные 

моменты бесшарнирных арок уменьшаются с уменьшением стрелы подъема. Динамика 

изменений опорных реакций при действии несимметричной нагрузки представлена в таблицах 6 и 8. 

При действии несимметричной нагрузки на трехшарнирные, бесшарнирные и 

двухшарнирные арки максимальные абсолютные значения продольных сил увеличиваются с 

уменьшением стрелы подъема, изгибающего момента и поперечных сил уменьшаются с 

уменьшением стрелы подъема, до достижения порогового значения отношения стрелы подъема 

к пролету, после чего максимальное абсолютное значение возрастает. Динамика изменений 

усилий при действии несимметричной нагрузки представлена в таблицах 2 и 4. Величина 

порогового значения зависит от типа арки и её пролета, пороговое значение отношения стрелы 

подъема к пролету для изгибающих моментов находится в интервале 1:6–1:10. для поперечных 

сил в интервале 1:8–1:12. Вертикальные опорные реакции уменьшаются с уменьшением стрелы 

подъема, аналогично реакциям при симметричной нагрузке. Горизонтальные опорные реакции 
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увеличиваются с уменьшением стрелы подъема. Опорные моменты уменьшаются с 

уменьшением стрелы подъема, до достижения порогового значения отношения стрелы подъема 

к пролету, после чего значение возрастает, пороговое значение находится в интервале 1:8–1:10. 

Динамика изменений опорных реакций при действии несимметричной нагрузки представлена 

в таблицах 6 и 8. 

Наиболее эффективным с точки зрения использования несущей способности конструкций 

трехшарнирных, бесшарнирных и двухшарнирных арок являются арки с отношением стрелы 

подъема арки к пролету в интервале 1:6–1:8. 

Нагрузка, определяющая прочностные и жесткостные параметры сечения арок может 

быть, как симметричная, так и несимметричная, что требует расчета обоих вариантов нагрузки 

для конкретного случая конфигурации арки. 
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Research on the effect of the rise-to-span 

ratio on the structural behavior of different types 

of reinforced concrete circular arches 

Abstract. Optimization of building structures is one of the primary challenges in modern 

structural design. To select an optimal configuration. it is necessary to account for the dependence of 

structural behavior on geometric. strength. and physical parameters. These parameters can be classified 

according to their degree of influence into primary parameters. whose variation significantly affects 

the overall performance of the structure. and secondary parameters. whose influence is limited to local 

regions of the structure. For arch structures. one of the primary parameters is the rise-to-span ratio. 

This article presents the methods and results of a study on the influence of the rise-to-span ratio 

on the structural behavior of reinforced concrete circular three-hinged. fixed (hingeless). and 

two-hinged arches with spans of 12 m and 24 m. featuring symmetric reinforcement and rise-to-span 

ratios of 1:12. 1:10. 1:8. 1:6. 1:4. and 1:2,5. under both symmetric and asymmetric loading. The 

structural analysis was performed using the Mathcad software environment. employing static methods 

and the force method for statically indeterminate systems. 

The research findings present the values of ultimate internal forces. support reactions. and their 

relative variations with changes in the rise-to-span ratio. as well as the utilization ratios for the 

considered arch types. The conclusions drawn from this study can be used for preliminary assessment 

of the effect of altering the rise-to-span ratio for different types of reinforced concrete arches. without 

the need for additional detailed calculations. 

Keywords: reinforced concrete arches; circular arches; rise-to-span ratio; rise; span; force 

method; internal forces; support reactions; utilization ratio; efficiency 
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     R =     l 2  8 f +   f 2 ,   #  ( 1 )


     y  ( x ) =    R 2 −    ( x −   l 2 ) 2 − R + f .   #  ( 2 )


     𝜑  ( x ) =  arctan ⁡   (     l 2 − x     R 2 −    ( x −   l 2 ) 2 ) . #  ( 3 )


       q  c o n s t  ( x ) =   g · h · t ·   𝛾  f + F   cos ⁡   ( a r c s i n  (     l 2 − x  R ) ) ,   #  ( 4 )


       q  s n o w , s y m  ( x ) =   S  0 , s y m  ( x ) ·   𝛾  s · t ,   #  ( 5 )


       S  0 , s y m  ( x ) =   c  e ·   c  t ∙   𝜇 1  ( x ) ∙   S  g ,   #  ( 6 )


       𝜇 1  ( x ) =  {    0 ;   x ⩽     x  60 °    cos ⁡   ( 1 , 5 · 𝜑  ( x ) ) ;     x  60 ° < x ⩽ l −   x  60 °   0 ;   l −   x  60 ° < x ⩽ l . . #  ( 7 )


       q  s n o w , a s s y m  ( x ) =   S  0 , a s s y m  ( x ) ·   𝛾  s · t ,   #  ( 8 )


       S  0 , a s s y m  ( x ) =   c  e ·   c  t ∙   𝜇 2  ( x ) ∙   S  g ,   #  ( 9 )


       𝜇 2  ( x ) =  {    0 ;   x ⩽     x  60 °   2 ·  sin ⁡   ( 3 · 𝜑  (   x  30 ° ) ) ·   x −   x  60 °    x  30 ° −   x  60 ° ;     x  60 ° < x ⩽   x  30 °   2 ·  sin ⁡   ( 3 · 𝜑  (   x  30 ° ) ) ·     l 2 − x    l 2 −   x  30 ° ;       x  30 ° < x ⩽   l 2    sin ⁡   ( 3 · 𝜑  (   x  30 ° ) ) ·   x −   l 2    l 2 −   x  30 ° ;     l 2 < x ⩽ l −   x  30 °    sin ⁡   ( 3 · 𝜑  (   x  30 ° ) ) ·   l − x −   x  60 °    x  30 ° −   x  60 ° ;   l −   x  30 ° < x ⩽ l −   x  60 °   0 ;   l −   x  60 ° < x ⩽ l . . #  ( 10 )


       q  s y m  ( x ) =   q  c o n s t  ( x ) +   q  s n o w , s y m  ( x ) .   #  ( 11 )


       q  a s s y m  ( x ) =   q  c o n s t  ( x ) +   q  s n o w , a s s y m  ( x ) .   #  ( 12 )


      ∑  V =   V  P 1 , A +   V  P 1 , B −   ∫ 0  l    q  s y m  ( x ) d x = 0 , #  ( 13 )


      ∑  H =   H  P 1 , A +   H  P 1 , B = 0 , #  ( 14 )


      ∑  H =   H  P 1 , A +   H  P 1 , B = 0 , #  ( 14 )


      ∑    M  C , с л е в а = −   V  P 1 , A ·   l 2 +   H  P 1 , A · f +   ∫ 0    l 2    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) = 0 , #  ( 15 )


      ∑    M  C , с л е в а = −   V  P 1 , A ·   l 2 +   H  P 1 , A · f +   ∫ 0    l 2    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) = 0 , #  ( 15 )


      ∑    M  C , с п р а в а =   V  P 1 , B ·   l 2 +   H  P 1 , B · f −   ∫    l 2  l    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) = 0 ,   #  ( 16 )


       x  s y m =     ∫ 0    l 2    x · q  s y m  ( x ) d x    ∫ 0    l 2    q  s y m  ( x ) . #  ( 17 )


       Q  P 1 , E B  ( x ) =   V  P 1 , A −   ∫ 0  x    q  s y m  ( x ) d x . #  ( 18 )


       M  P 1 , E B  ( x ) =   ∫ 0  x    Q  P 1 , E B  ( x ) d x . #  ( 19 )


       M  P 1 , E B  ( x ) =   ∫ 0  x    Q  P 1 , E B  ( x ) d x . #  ( 19 )


       N  P 1  ( x ) = −  (   H  P 1 , A ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) +   Q  P 1 , E B  ( x ) · s i n  ( 𝜑  ( x ) ) ) . #  ( 20 )


       Q  P 1  ( x ) =   Q  P 1 , E B  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −   H  P 1 , A ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) . #  ( 21 )


       Q  P 1  ( x ) =   Q  P 1 , E B  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −   H  P 1 , A ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) . #  ( 21 )


       M  P 1  ( x ) =   M  P 1 , E B  ( x ) −   H  P 1 , A · y  ( x ) . #  ( 22 )


       M  P 1  ( x ) =   M  P 1 , E B  ( x ) −   H  P 1 , A · y  ( x ) . #  ( 22 )


      ∑  V =   V  P 2 , A +   V  P 2 , B −   ∫ 0  l    q  a s s y m  ( x ) d x = 0 , #  ( 23 )


      ∑  H =   H  P 2 , A +   H  P 2 , B = 0 , #  ( 24 )


      ∑  H =   H  P 2 , A +   H  P 2 , B = 0 , #  ( 24 )


      ∑    M  C , с л е в а = −   V  P 2 , A ·   l 2 +   H  P 2 , A · f +   ∫ 0    l 2    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  a s s y m , l e f t ) = 0 , #  ( 25 )


      ∑    M  C , с л е в а = −   V  P 2 , A ·   l 2 +   H  P 2 , A · f +   ∫ 0    l 2    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  a s s y m , l e f t ) = 0 , #  ( 25 )


      ∑    M  C , с п р а в а =   V  P 2 , B ·   l 2 +   H  P 2 , B · f −   ∫    l 2  l    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   x  a s s y m , r i g t h −   l 2 ) = 0 ,   #  ( 26 )


      ∑    M  C , с п р а в а =   V  P 2 , B ·   l 2 +   H  P 2 , B · f −   ∫    l 2  l    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   x  a s s y m , r i g t h −   l 2 ) = 0 ,   #  ( 26 )


       x  a s s y m , l e f t =     ∫ 0    l 2  x ·   q  a s s y m  ( x ) d x    ∫ 0    l 2    q  a s s y m  ( x ) d x . #  ( 27 )


       x  a s s y m , r i g h t =     ∫    l 2  l  x ·   q  a s s y m  ( x ) d x    ∫    l 2  l    q  a s s y m  ( x ) d x .   #  ( 28 )


       x  a s s y m , r i g h t =     ∫    l 2  l  x ·   q  a s s y m  ( x ) d x    ∫    l 2  l    q  a s s y m  ( x ) d x .   #  ( 28 )


       Q  P 2 , E B  ( x ) =   V  P 2 , A −   ∫ 0  x    q  a s s y m  ( x ) d x . #  ( 29 )


       M  P 2 , E B  ( x ) =   ∫ 0  x    Q  P 2 , E B  ( x ) d x . #  ( 30 )


       M  P 2 , E B  ( x ) =   ∫ 0  x    Q  P 2 , E B  ( x ) d x . #  ( 30 )


       N  P 2  ( x ) = −  (   H  P 2 , A ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) +   Q  P 2 , E B  ( x ) ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) ) . #  ( 31 )


       Q  P 2  ( x ) =   Q  P 2 , E B  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −   H  P 2 , A ·  sin ⁡   ( 𝜃  ( x ) ) . #  ( 32 )


       Q  P 2  ( x ) =   Q  P 2 , E B  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −   H  P 2 , A ·  sin ⁡   ( 𝜃  ( x ) ) . #  ( 32 )


       M  P 2  ( x ) =   M  P 2 , E B  ( x ) −   H  P 2 , A · y  ( x ) . #  ( 33 )


       M  P 2  ( x ) =   M  P 2 , E B  ( x ) −   H  P 2 , A · y  ( x ) . #  ( 33 )


      {      𝛿  i , j ·   X  j +   𝛿  i , j + 1 ·   X  j + 1 + . . . +   𝛿  i , n ·   X  n +  △  i , P k = 0     𝛿  i + 1 , j ·   X  j +   𝛿  i + 1 , j + 1 ·   X  j + 1 + . . . +   𝛿  i + 1 , n ·   X  n +  △  i + 1 , P k = 0   , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .     𝛿  n . j ·   X  j +   𝛿  n . j + 1 ·   X  j + 1 + . . . +   𝛿  n . n ·   X  n +  △  n P k = 0 .   #  ( 34 )


       𝛿  i j =  ∫        M  i ¯ ·     M  j ¯  E · I d s +  ∫        N  i ¯ ·     N  j ¯  E · A d s +  ∫  ɳ ·       Q  i ¯ ·     Q  j ¯  G · A d s , #  ( 35 )


    𝛿  i j =   𝛿  j i  


      △  i P k =  ∫        M  i ¯ ·   M  P k  E · I d s +  ∫        N  i ¯ ·   N  P k  E · A d s +  ∫  ɳ ·       Q  i ¯ ·   Q  P k  G · A d s , #  ( 36 )


       𝛿  i j =   ∫ 0  l        M  i ¯  ( x ) ·     M  j ¯  ( x )  E · I · c o s  ( 𝜑  ( x ) ) d x +   ∫ 0  l        N  i ¯  ( x ) ·     N  j ¯  ( x )  E · A · c o s  ( 𝜑  ( x ) ) d x +   ∫ 0  l  ɳ ·       Q  i ¯  ( x ) ·     Q  j ¯  ( x )  G · A · c o s  ( 𝜑  ( x ) ) d x . #  ( 37 )


      △  i P k =   ∫ 0  l        M  i ¯  ( x ) ·   M  P k  ( x )  E · I · c o s  ( 𝜑  ( x ) ) d x +   ∫ 0  l        N  i ¯  ( x ) ·   N  P k  ( x )  E · A · c o s  ( 𝜑  ( x ) ) d x +   ∫ 0  l  ɳ ·       Q  i ¯  ( x ) ·   Q  P k  ( x )  G · A · c o s  ( 𝜑  ( x ) ) d x .   #  ( 38 )


      △  i P k =   ∫ 0  l        M  i ¯  ( x ) ·   M  P k  ( x )  E · I · c o s  ( 𝜑  ( x ) ) d x +   ∫ 0  l        N  i ¯  ( x ) ·   N  P k  ( x )  E · A · c o s  ( 𝜑  ( x ) ) d x +   ∫ 0  l  ɳ ·       Q  i ¯  ( x ) ·   Q  P k  ( x )  G · A · c o s  ( 𝜑  ( x ) ) d x .   #  ( 38 )


      ∑  V =     V  1 . A ¯ +     V  1 . B ¯ = 0 . #  ( 39 )


      ∑  H =     H  1 . A ¯ +     H  1 . B ¯ = 0 . #  ( 40 )


      ∑  H =     H  1 . A ¯ +     H  1 . B ¯ = 0 . #  ( 40 )


      ∑    M  C . с л е в а = −     V  1 . A ¯ ·   l 2 +     H  1 . A ¯ · f + 1 = 0 . #  ( 41 )


      ∑    M  C . с л е в а = −     V  1 . A ¯ ·   l 2 +     H  1 . A ¯ · f + 1 = 0 . #  ( 41 )


      ∑    M  C . с п р а в а =     V  1 . B ¯ ·   l 2 +     H  1 . B ¯ · f − 1 = 0 .   #  ( 42 )


      ∑    M  C . с п р а в а =     V  1 . B ¯ ·   l 2 +     H  1 . B ¯ · f − 1 = 0 .   #  ( 42 )


         Q  1 . E B ¯  ( x ) =     V  1 . A ¯ . #  ( 43 )


         M  1 . E B ¯  ( x ) =   ∫ 0  x      Q  1 . E B ¯  ( x ) d x .   #  ( 44 )


         M  1 . E B ¯  ( x ) =   ∫ 0  x      Q  1 . E B ¯  ( x ) d x .   #  ( 44 )


         N 1 ¯  ( x ) = −  (     H  1 . A ¯ ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) +     Q  1 . E B ¯  ( x ) ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) )   . #  ( 45 )


         Q 1 ¯  ( x ) =     Q  1 . E B ¯  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −     H  1 . A ¯ ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) . #  ( 46 )


         Q 1 ¯  ( x ) =     Q  1 . E B ¯  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −     H  1 . A ¯ ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) . #  ( 46 )


         M 1 ¯  ( x ) =     M  1 . E B ¯  ( x ) −     H  1 . A ¯ · y  ( x ) .   #  ( 47 )


         M 1 ¯  ( x ) =     M  1 . E B ¯  ( x ) −     H  1 . A ¯ · y  ( x ) .   #  ( 47 )


      ∑  V =     V  2 . A ¯ +     V  2 . B ¯ = 0 . #  ( 48 )


      ∑  H =     H  2 . A ¯ +     H  2 . B ¯ = 0 . #  ( 49 )


      ∑  H =     H  2 . A ¯ +     H  2 . B ¯ = 0 . #  ( 49 )


      ∑    M  C . с л е в а = −     V  2 . A ¯ ·   l 2 +     H  2 . A ¯ · f − 1 = 0 . #  ( 50 )


      ∑    M  C . с л е в а = −     V  2 . A ¯ ·   l 2 +     H  2 . A ¯ · f − 1 = 0 . #  ( 50 )


      ∑    M  C . с п р а в а =     V  2 . B ¯ ·   l 2 +     H  2 . B ¯ · f = 0 .   #  ( 51 )


      ∑    M  C . с п р а в а =     V  2 . B ¯ ·   l 2 +     H  2 . B ¯ · f = 0 .   #  ( 51 )


         Q  2 . E B ¯  ( x ) =     V  2 . A ¯ .   #  ( 52 )


         M  2 . E B ¯  ( x ) = 1 +   ∫ 0  x      Q  2 . E B ¯  ( x ) d x .   #  ( 53 )


         M  2 . E B ¯  ( x ) = 1 +   ∫ 0  x      Q  2 . E B ¯  ( x ) d x .   #  ( 53 )


         N 2 ¯  ( x ) = −  (     H  2 . A ¯ ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) +     Q  2 . E B ¯  ( x ) ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) ) .   #  ( 54 )


         Q 2 ¯  ( x ) =     Q  2 . E B ¯  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −     H  2 . A ¯ ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) .   #  ( 55 )


         Q 2 ¯  ( x ) =     Q  2 . E B ¯  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −     H  2 . A ¯ ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) .   #  ( 55 )


         M 2 ¯  ( x ) =     M  2 . E B ¯  ( x ) −     H  2 . A ¯ · y  ( x ) .   #  ( 56 )


         M 2 ¯  ( x ) =     M  2 . E B ¯  ( x ) −     H  2 . A ¯ · y  ( x ) .   #  ( 56 )


      ∑  V =     V  3 . A - +     V  3 . B - = 0 .   #  ( 57 )


      ∑  H =     H  3 . A - +     H  3 . B - = 0 . #  ( 58 )


      ∑  H =     H  3 . A - +     H  3 . B - = 0 . #  ( 58 )


      ∑    M  C . с л е в а = −     V  3 . A - ·   l 2 +     H  3 . A - · f = 0 . #  ( 59 )


      ∑    M  C . с л е в а = −     V  3 . A - ·   l 2 +     H  3 . A - · f = 0 . #  ( 59 )


      ∑    M  C . с п р а в а =     V  3 . B - ·   l 2 +     H  3 . B - · f + 1 = 0 .   #  ( 60 )


      ∑    M  C . с п р а в а =     V  3 . B - ·   l 2 +     H  3 . B - · f + 1 = 0 .   #  ( 60 )


         Q  3 . E B -  ( x ) =     V  3 . A - .   #  ( 61 )


         M  3 . E B -  ( x ) = 1 +   ∫ 0  x      Q  3 . E B -  ( x ) d x .   #  ( 62 )


         M  3 . E B -  ( x ) = 1 +   ∫ 0  x      Q  3 . E B -  ( x ) d x .   #  ( 62 )


         N 3 ¯  ( x ) = −  (     H  3 . A ¯ ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) +     Q  3 . E B ¯  ( x ) ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) ) .   #  ( 63 )


         Q 3 ¯  ( x ) =     Q  3 . E B ¯  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −     H  3 . A ¯ ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) .   #  ( 64 )


         Q 3 ¯  ( x ) =     Q  3 . E B ¯  ( x ) ·  cos ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) −     H  3 . A ¯ ·  sin ⁡   ( 𝜑  ( x ) ) .   #  ( 64 )


         M 3 ¯  ( x ) =     M  3 . E B ¯  ( x ) −     H  3 . A ¯ · y  ( x ) . #  ( 65 )


         M 3 ¯  ( x ) =     M  3 . E B ¯  ( x ) −     H  3 . A ¯ · y  ( x ) . #  ( 65 )


      {      𝛿 11 ·   X 1 +   𝛿 12 ·   X 2 +   𝛿 13 ·   X 3 +  △  1 P 1 = 0     𝛿 21 ·   X 1 +   𝛿 22 ·   X 2 +   𝛿 23 ·   X 3 +  △  2 P 1 = 0     𝛿 31 ·   X 1 +   𝛿 32 ·   X 2 +   𝛿 33 ·   X 3 +  △  3 P 1 = 0 .   #  ( 66 )


      {      𝛿 11 ·   X 4 +   𝛿 12 ·   X 5 +   𝛿 13 ·   X 6 +  △  1 P 2 = 0     𝛿 21 ·   X 4 +   𝛿 22 ·   X 5 +   𝛿 23 ·   X 6 +  △  2 P 2 = 0     𝛿 31 ·   X 4 +   𝛿 32 ·   X 5 +   𝛿 33 ·   X 6 +  △  3 P 2 = 0 .   #  ( 67 )


       𝛿 11 ·   X 7 +  △  1 P 1 = 0 .   #  ( 68 )


       𝛿 11 ·   X 8 +  △  1 P 2 = 0 .   #  ( 69 )


       M  k  ( x ) =     M  i ¯  ( x ) ·   X  i . P k +     M  i + 1 ¯  ( x ) ·   X  i + 1 . P k   +   . . . +     M  n ¯  ( x ) ·   X  n . P k +   M  P k  ( x ) .   #  ( 70 )


       N  k  ( x ) =     N  i ¯  ( x ) ·   X  i . P k +     N  i + 1 ¯  ( x ) ·   X  i + 1 . P k   +   . . . +     N  n ¯  ( x ) ·   X  n . P k +   N  P k  ( x ) .   #  ( 71 )


       N  k  ( x ) =     N  i ¯  ( x ) ·   X  i . P k +     N  i + 1 ¯  ( x ) ·   X  i + 1 . P k   +   . . . +     N  n ¯  ( x ) ·   X  n . P k +   N  P k  ( x ) .   #  ( 71 )


       Q  k  ( x ) =     Q  i ¯  ( x ) ·   X  i . P k +     Q  i + 1 ¯  ( x ) ·   X  i + 1 . P k   +   . . . +     Q  n ¯  ( x ) ·   X  n . P k +   Q  P k  ( x ) .   #  ( 72 )


       Q  k  ( x ) =     Q  i ¯  ( x ) ·   X  i . P k +     Q  i + 1 ¯  ( x ) ·   X  i + 1 . P k   +   . . . +     Q  n ¯  ( x ) ·   X  n . P k +   Q  P k  ( x ) .   #  ( 72 )


      ∑  V =   V  1 . A +   V  1 . B −   ∫ 0  l    q  s y m  ( x ) d x = 0 .   #  ( 73 )


      ∑  H =   H  1 . A +   H  1 . B = 0 .   #  ( 74 )


      ∑  H =   H  1 . A +   H  1 . B = 0 .   #  ( 74 )


      ∑    M  C . с л е в а = −   V  1 . A ·   l 2 +   H  1 . A · f +   ∫ 0    l 2    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) −   X 2 +   X 1 = 0 .   #  ( 75 )


      ∑    M  C . с л е в а = −   V  1 . A ·   l 2 +   H  1 . A · f +   ∫ 0    l 2    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) −   X 2 +   X 1 = 0 .   #  ( 75 )


      ∑    M  C . с п р а в а =   V  1 . B ·   l 2 +   H  1 . B · f −   ∫    l 2  l    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) +   X 3 −   X 1 = 0 .   #  ( 76 )


      ∑    M  C . с п р а в а =   V  1 . B ·   l 2 +   H  1 . B · f −   ∫    l 2  l    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) +   X 3 −   X 1 = 0 .   #  ( 76 )


      ∑  V =   V  2 . A +   V  2 . B −   ∫ 0  l    q  a s s y m  ( x ) d x = 0 .   #  ( 77 )


      ∑  H =   H  2 . A +   H  2 . B = 0 .   #  ( 78 )


      ∑  H =   H  2 . A +   H  2 . B = 0 .   #  ( 78 )


      ∑    M  C . с л е в а = −   V  2 . A ·   l 2 +   H  2 . A · f +   ∫ 0    l 2    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  a s s y m . l e f t ) −   X 5 +   X 4 = 0 .   #  ( 79 )


      ∑    M  C . с л е в а = −   V  2 . A ·   l 2 +   H  2 . A · f +   ∫ 0    l 2    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  a s s y m . l e f t ) −   X 5 +   X 4 = 0 .   #  ( 79 )


      ∑    M  C . с п р а в а =   V  2 . B ·   l 2 +   H  2 . B · f −   ∫    l 2  l    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   x  a s s y m . r i g t h −   l 2 ) +   X 6 −   X 4 = 0 .   #  ( 80 )


      ∑    M  C . с п р а в а =   V  2 . B ·   l 2 +   H  2 . B · f −   ∫    l 2  l    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   x  a s s y m . r i g t h −   l 2 ) +   X 6 −   X 4 = 0 .   #  ( 80 )


      ∑  V =   V  3 . A +   V  3 . B −   ∫ 0  l    q  s y m  ( x ) d x = 0 .   #  ( 81 )


      ∑  H =   H  3 . A +   H  3 . B = 0   . #  ( 82 )


      ∑    M  C . с л е в а = −   V  3 . A ·   l 2 +   H  3 . A · f +   ∫ 0    l 2    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) +   X 7 = 0   . #  ( 83 )


      ∑    M  C . с л е в а = −   V  3 . A ·   l 2 +   H  3 . A · f +   ∫ 0    l 2    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) +   X 7 = 0   . #  ( 83 )


      ∑    M  C . с п р а в а =   V  3 . B ·   l 2 +   H  3 . B · f −   ∫    l 2  l    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) −   X 7 = 0 .   #  ( 84 )


      ∑    M  C . с п р а в а =   V  3 . B ·   l 2 +   H  3 . B · f −   ∫    l 2  l    q  s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  s y m ) −   X 7 = 0 .   #  ( 84 )


      ∑  V =   V  4 . A +   V  4 . B −   ∫ 0  l    q  a s s y m  ( x ) d x = 0 .   #  ( 85 )


      ∑  H =   H  4 . A +   H  4 . B = 0 .   #  ( 86 )


      ∑  H =   H  4 . A +   H  4 . B = 0 .   #  ( 86 )


      ∑    M  C . с л е в а = −   V  4 . A ·   l 2 +   H  4 . A · f +   ∫ 0    l 2    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  a s s y m . l e f t ) +   X 8 = 0 .   #  ( 87 )


      ∑    M  C . с л е в а = −   V  4 . A ·   l 2 +   H  4 . A · f +   ∫ 0    l 2    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   l 2 −   x  a s s y m . l e f t ) +   X 8 = 0 .   #  ( 87 )


      ∑    M  C . с п р а в а =   V  4 . B ·   l 2 +   H  4 . B · f −   ∫    l 2  l    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   x  a s s y m . r i g t h −   l 2 ) −   X 8 = 0 .   #  ( 88 )


      ∑    M  C . с п р а в а =   V  4 . B ·   l 2 +   H  4 . B · f −   ∫    l 2  l    q  a s s y m  ( x ) d x ·  (   x  a s s y m . r i g t h −   l 2 ) −   X 8 = 0 .   #  ( 88 )


       M  u l t . k  ( x ) ≥   M  p r . k  ( x ) , #  ( 89 )


       M  p r . k  ( x ) =  |   N  k  ( x ) | ·   e  k  ( x ) , #  ( 90 )


       e  k  ( x ) =   e  0 . k  ( x ) +    h 0 −     a ′  s 2 , #  ( 91 )


       e  0 . k  ( x ) =  |     M  k  ( x )    N  k  ( x ) | , #  ( 92 )


       M  u l t . k  ( x ) =   R  b · b ·    h ′  b . k  ( x ) ·  (  h 0 −      h ′  b . k  ( x ) 2 ) +   R  s c ·     A ′  s ·  (  h 0 −     a ′  s ) .   #  ( 93 )


        h ′  b . k  ( x ) =    |   N  k  ( x ) | +   R  s ·   A  s −   R  s c ·     A ′  s    R  b · A .   #  ( 94 )


        h ′  b . k  ( x ) =    |   N  k  ( x ) | +   R  s ·   A  s −   R  s c ·     A ′  s    R  b · A .   #  ( 94 )


       K  o p t . k  ( x ) =     M  p r . k  ( x )    M  u l t . k  ( x ) .   #  ( 95 )

