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Сравнительное исследование распространения 
трещин в моделях (XFEM и CDP) для бетонной балки, 

армированной стекловолокном 

Аннотация. В данной научно-исследовательской работе представлено углубленное 

численное исследование сложных процессов деформирования и последующего разрушения 

кубических образцов высокопрочного бетона марки B30, армированного специальным 

щелочестойким стекловолокном, на основе детального сопоставления с результатами натурных 

экспериментальных испытаний. Основной целью проведенного исследования является 

комплексный сравнительный анализ эффективности двух передовых численных подходов — 

метода расширенных конечных элементов (XFEM) и модели повреждаемости пластичного 

бетона (Concrete Damaged Plasticity, CDP), успешно реализованных в программном комплексе 

ABAQUS. 

Особое внимание авторами уделено определению критических параметров напряженно-

деформированного состояния, выявлению зон локализации максимальных напряжений на 

внутренних границах раздела фаз и моделированию стохастических траекторий распространения 

трещин в условиях нелинейного структурного отклика армированного бетона. Использование 

синергетической комбинации методов XFEM и CDP позволило с высокой степенью точности 

верифицировать фактическую несущую способность композита и детально описать диссипативные 

механизмы хрупкого и вязкого разрушения, характерные для дисперсного армирования. 

Полученные результаты подчеркивают исключительную важность предиктивного 

компьютерного моделирования трещиностойкости для объективной оценки долговечности 

строительных конструкций. Исследование полностью доказывает адекватность выбранных 

математических моделей для прогнозирования поведения стеклофибробетона под статической 

нагрузкой, что закладывает надежную теоретическую и методическую основу для широкого 

внедрения данных инновационных материалов в практику современного проектирования и 

возведения ответственных инженерных сооружений, требующих повышенной эксплуатационной 

надежности, коррозийной стойкости и сопротивляемости интенсивным внешним воздействиям. 

Ключевые слова: бетон; трещина; армирование; стекловолокном; ABAQUS; конечно-

элементный анализ (FEA); пластическое повреждение бетона (CDP); расширенный метод 

конечных элементов (XFEM) 

 

Введение 

Бетон различных марок, армированный стекловолокном, является относительно новым 

строительным композитным материалом, применяемым в разных странах и областях 

гражданского строительства. Наличие стекловолокна в бетоне улучшает нелинейные 

механические свойства, то есть прочность и долговечность. Этот композитный материал 

находит все большее применение благодаря своим преимуществам, включая малый вес по 

сравнению с железной арматурой, влагостойкость и высокую прочность на сжатие. В последнее 

время производство стекловолоконной арматуры значительно расширилось, что делает ее 
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доступной для современного бетонного строительства. В то же время инженеры конструкторы 

работают над определением нелинейных механических свойств стекловолокнистого бетона. 

Исследования распространения трещин на поверхности бетона можно разделить на две 

основные группы: хаотично распределенные микротрещины, влияющие на прочность бетона 

на сжатие и растяжение, и макротрещины, вызывающие анизотропию механических свойств 

бетона. Проблема нелинейности железобетонных балок при растяжении, сжатии и изгибе до 

конца не решена. Результаты предыдущих исследований показали, что недостатки 

железобетона, в том числе низкая прочность на растяжение, при образование трещин на 

поверхности взаимодействия бетона и стеклопластика развивалось произвольным образом. Для 

интерпретации образования трещин и их развития на поверхности взаимодействия В статье 

были использованы численное моделирование методом конечных элементов (КЭ), чтобы 

избежать физических экспериментальных испытаний. 

Сложное нелинейное механическое поведение бетона при растяжении и сжатии 

затрудняет численное моделирование из-за его хрупкой поверхности, чья реакция на нагрузки, 

возникающие при взаимодействии с трещинами, меняется произвольно. В ABAQUS были 

внедрены различные численные методы для моделирования поведения бетона при растяжении, 

сжатии и изгибе. К этим численным методам относятся метод пластичности разрушения бетона 

(CDP) и расширенный метод конечных элементов (XFEM), которые эффективно отражают 

поведение бетона при разрушении. Ответ заключался в определении зависимости между 

нагрузкой (P) и раскрытием трещины на поверхности взаимодействия бетона и стеклопластиковой 

арматуры. 

Полученные численные результаты сравнивались с результатами экспериментального 

исследования с целью определения наиболее подходящего метода описания поведения и 

разрушения испытываемой бетонной балки. 

 

Материалы и методы 

Экспериментальное исследование, основанное на испытаниях на растяжение, для 

определения механической прочности бетона, армированного стекловолокном (класс 

прочности В30). Суть испытания заключается в растяжении стержня стекловолокна в куб из 

бетона класса прочности В30 (испытание на отрыв) по ГОСТ 31938-2012, более известного как 

RILEM/CEB/FIB. Диаметр стержня составляет 6 мм, а размеры бетона — 100×100×100 мм. 

Прочность сцепления определяется напряжением сдвига τ по формуле (G.1) по ГОСТ 31938-2012 

(рис. 1) [1]. 

 

1 — неподвижная платформа; 2 — подвижная платформа; 3 — образец для испытания; 4 — два индикатора с 

ценой деления 0,01 мм; 5 — тяговое устройство 

Рисунок 1. Испытательная установка (фото авторов) 
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Постановка задачи 

Расширенный метод конечных элементов (XFEM) 

В стандартном методе конечных элементов для моделирования разрывов трещины 

должны следовать за краями элементов [2; 3]. В отличие от этого, в расширенном методе 

конечных элементов (XFEM) геометрия трещин не обязательно должна быть совмещена с 

краями элементов и, следовательно, не зависит от фоновой сетки. Следует отметить, что при 

численном анализе с помощью конечных элементов зарождение и распространение трещин 

должны подчиняться случайной геометрии и траектории. Для этого при использовании метода 

XFEM геометрия трещин не требует выравнивания и не зависит от типа и размера сетки. 

Эта независимость достигается за счёт обогащения стандартного приближения конечных 

элементов, основанного на смещении, априорным знанием типа трещины. Функция обогащения 

обычно состоит из асимптотических функций вблизи вершины, называемых точками 

сингулярности вокруг вершины трещины, и разрывной функции, представляющей скачок 

смещения на поверхности трещины. Обобщённая функция Хевисайда улучшила метод, 

избежав сложности, связанной с произвольными искривлёнными трещинами [4]. 

FEM аппроксимация 

Метод XFEM основан на конечно-элементной аппроксимации с использованием 

разрывных функций перемещений [5]. Эта аппроксимация содержит векторную функцию 

перемещений u и единичный участок обогащения (рис. 2) и используется для решения задач 

разрывного моделирования. Для определения места зарождения повреждений используется 

критерий разрушения по максимальному главному напряжению, а для определения их 

распространения, закон энергии повреждения и нелинейный, независимый от модели критерий 

разрушения. Для определения места зарождения трещины и её положения на поверхности 

взаимодействия балки с арматурой используется традиционный нелинейный конечно-

элементный анализ. 

Метод XFEM (Extended finite element method) применяется для моделирования разрывов 

оплошности материала (трещин) и позволяет искать решения уравнений в частных 

производных для разрывных функций. Метод XFEM задает априорную информацию о ходе 

решения в КЭ пространстве для симуляции не оплошности и сингулярности в материалах 

независимо от схемы разбиения на конечные элементы. В данном методе к существующей 

конечно элементной аппроксимации добавляются новые степени свободы при помощи 

функций «насыщения»: асимптотическая функция для моделирования вершины трещины и 

функция разрыва для задания зазора между поверхностями трещины [6–9]. Общий принцип 

работы метода XFEM можно показать на примере двумерной трещины (рис. 2). 

 

Рисунок 2. Обогащенные узлы в XFEM (составлено авторами) 
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(1) 

x  — двумерная система координат, состоящая из (x,y); 

I  — общее количество узлов сетки; 

( )iN x  — функция, связанная с узлом ( )H x ; 

iu  — степени свободы узла i ; 

j  — множество узлов пересекаются трещиной; 

jb  — вектор дополнительных степеней свободы для моделирования поверхностей 

трещин; 

( )H x  — функция Хевисайда; 

1k
 и 2k  — это набор узлов, носитель функции, формы которых содержит первую и вторую 

точки разлома в своей области влияния соответственно; 

1l

kc  и 2l

kc являются векторами дополнительных степеней свободы, которые связаны с 

моделированием остриев трещин; 

1( )lF x  и 2( )lF x  являются асимптотическими функциями обогащения острия трещины [10]. 

Функция обогащения ( )H x  используется для моделирования разрыва на диаграмме 

смещения (рис. 3): 

 

() 

 

Рисунок 3. Представление нормальных и 

тангенциальных координат для гладкой трещины (рисунок авторов) 

Выражение x является образцом Гаусса, а выражение x* связано с трещиной, n единица 

измерения направленная наружу по нормали к трещине в точке x*.На рисунке показано 

функция прерывистого скачка по поверхности трещины Для моделирования острия трещины и 

улучшения представления трещины в элементе, содержащем острие трещины, используются 

функции обогащения острия трещины. функции обогащения для анизотропных материалов с 

острием трещины выражаются через FL (r, θ), которые также показаны на рисунке 

 
(3) 
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(r, θ) — представляет локальную полярную систему координат с ее началом в конце 

трещины,когда θ = 0 касается остроконечной трещины; 

sin sin
2

r


  — является прерывистым в плоскости трещины, тогда как последние три 

функции являются непрерывными. 

Следует подчеркнуть, что разрыв вблизи острия может быть представлен другими 

наборами функций или даже одной функцией, которая является прерывистой по всей геометрии 

острия трещины. Множественные трещины могут быть обработаны в вышеуказанной раме 

путем включение периодического дополнительного обогащения, близкого к острому. 

Метод XFEM, основанный на пути, зависящем от решения после модификации и 

появления, распространения трещин на произвольную длину, сегменты не ограничены своим 

расположением вдоль границ элементов, но могут располагаться в произвольных местах и в 

произвольных направлениях, что позволяет вам для достижения желаемого результата. 

Определите сложные структуры трещин. В этом случае асимптотическая особенность вблизи 

вершины ,это не только замена элемента который описан использование метода фантомного 

узла требуется и принимается во внимание. Следовательно, трещина должна распространяться 

через весь элемент одновременно, чтобы избежать необходимости имитировать особенность 

ограничения. Фантомные узлы, которые накладываются на исходные реальные узлы, 

используются для представления неоднородности элементов с трещинами, распространение 

трещин по произвольной траектории становится возможным благодаря использованию 

фантомных узлов, которые изначально имеют точно такие же координаты, что и реальные узлы 

(рис. 4, 5) и которые полностью связаны с реальными узлами до начала повреждения. 

 

Рисунок 4. Представление треснувших 

элементов с помощью фантомных узлов (рисунок авторов) 

Появление и распространение трещины по произвольному пути становится возможным 

благодаря использованию узлов-призраков, которые изначально имеют точно такие же 

координаты, что и реальные узлы, и которые полностью ограничены реальными узлами до 

начала повреждения, элемент содержит реальные узлы (от  до ), но при пересечении 

трещины в точке  c элемент будет разделен на два поддомена. путем добавления 

узлов-призраков (от  до ) свяжите с оригиналом узлы [11; 12]. 

1n 4n

c A B
'

1n '

4n
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● — реальные узлы; ○ — фантомные узлы 

Рисунок 5. Алгоритм разбиения трещины на трехмерном ребре (рисунок авторов) 

Каждый под элемент образован комбинацией фактических узлов привязка к треснутой 

части смещение точки с координатами x  рассчитывается по формуле: 

 

(4) 

Аппроксимация поля смещения выражается следующим образом: 

 
() 

( )f x  — расстояние со знаком, измеренное от трещины. 

Нормальное отверстие трещины n  и тангенциальное проскальзывание t  представлены 

в следующее уравнение: 

 

(6) 

[u] выражение смещения, заданное формулой: 

 
(7) 

Со временем определяется закон сцепления; отрыв происходит, когда сила сцепления 

элемента с трещиной равна нулю. Для описания местоположения и пути распространения 

трещины используется первая знакопеременная функция расстояния, которая назначается 

только узлам элементов, пересекаемых трещиной, а вторая — только узлам элементов, 

содержащих концы трещины. 

 

Модель поврежденной пластичности бетона (CDP) 

Модель пластичности повреждения бетона — это метод определения, используемый в 

методах конечных элементов, основанных на нелинейной пластичности бетона, которая 

моделирует его упругопластическое поведение. Она основана на двух основных механизмах 
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разрушения бетона: растрескивании при растяжении и сжатии. Эта модель основана на 

голономной связи между повреждением и эквивалентными пластическими деформациями. Эта 

модель может быть использована для моделирования бетона и других материалов, 

используемых в изотропных упругопластических конструкциях. В инкрементальной теории 

пластичности тензор полных деформаций состоит из упругой и пластической деформаций, 

определяемых следующим образом: 

 

тензор напряжений определяется как: 

 

(8) 

0E  — начальная модель упругости неповреждённого материал; 

d  — скалярная переменная деградации жёсткости в диапазоне от 0 до 1, то есть 

полностью повреждённого материала; 

  — переменная повреждения при растяжении и сжатии, состоящая из двух выражений 

{κt, κc}. 

Функции повреждения при растяжении td  и cd  сжатии являются нелинейными функциями. 

Эффективное выражение напряжения   определяется как: 

 

(9) 

Данные о зависимости напряжения от деформации при осевом растяжении и одноосном 

сжатии используются для определения упругого, пластического и разрушающего поведения, 

как показано на рисунке 6, 7. Зависимости напряжения от деформации при одноосном 

растяжении и сжатии следующая: 

 
(10) 

 

  
Рисунок 6. Диаграмма деформирования 

бетона при растяжении (рисунок авторов) 

Рисунок 7. Диаграмма деформирования 

бетона при сжатии (рисунок авторов) 
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Модель пластичности поврежденного бетона (CDP) использует условие эволюции 

сопротивления при растяжении и сжатии по функции текучести, которая имеет следующий вид: 

 

(11) 
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Параметры   и   — константы материала; 

max  — алгебраически максимальное собственное значение напряжения ; 

0b  — прочность бетона при двухосном сжатии; 

0c   — начальный предел текучести при сжатии; 

c  и t  — соответственно эффективные сжимающие и когезионное растяжение; 

pl

c  и 
pl

t  — соответственно эквивалентные деформации при сжатии при пластическом 

растяжении; 

c  — отношение прочности бетона при двухосном q  сжатии к трехосному сжатию; 

p  — эффективное гидростатическое давление; 

q  — эквивалентное эффективное напряжение; 

S  — девиаторная часть тензора эффективных напряжений  . 

Скорость пластической деформации оценивается по закону течения и определяется 

скалярной функцией пластического потенциала G в модели пластичности поврежденного 

бетона (DCP). 
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(12) 

Ψ — угол расширения, измеренный в плоскости (p - q); 

0t  — одноосное растягивающее напряжение при разрушении; 

  — параметр, называемый эксцентриситетом, который определяет скорость, с которой 

функция приближается к асимптоте определяемой ψ (рис. 8, 9). 

  
Рисунок 8. Начальная функция 

упругости в плосконапряжённом состоянии 

(рисунок авторов) 

Рисунок 9. Поверхности в 

девиаторной плоскости (рисунок 

авторов) 

 

Результаты исследований 

Численное моделирование распространения трещин с использованием методов XFEM и 

CDP не интерфейса между бетоном B30 и стекловолокном. Численные модели, используемые 

для XFEM и CDP, представляют собой нелинейные методы конечных элементов (ABAQUS 

6.12). Это программное обеспечение широко используется в академических кругах. Чтобы 

уменьшить вычислительную сложность и избежать значительных проблем со сходимостью в 

трехмерной конечно-элементной модели, она была упрощена до двухмерной модели [13]. 

Модель полностью построена из деформируемых четырехугольных элементов с 4 узлами и 

сеткой типа CPS4R (сокращенное время интегрирования) размером 4 мм (рис. 10, 11). 

Результаты представлены в таблице 1. 

Таблица 1 

Свойства материала 

Материалы 

Модуль 

Юнга 

(МПа) 

Массовая 

плотность 

(Кг/м3) 

Коэффициент 

Пуассона 

Критическая 

энергия 

разрушения 

(Н/м) 

Трещинностойкость 

KIC 

Предел на 

растяжение 

(МПа) 

Предел 

на 

сжатие 

(МПа) 

Бетон B30 32 000 2 300 0,2 280 20 30 3,2 

Стеклопластиковой 55 000 2 200 0,22   500 800 

Составлено авторами 
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Бетон 

B30 Стеклопластиковой 

 

 

Рисунок 10. Общая сетка модели с размером элемента 4 мм (составлено авторами) 
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Рисунок 11. Блок-схема сопряжения XFEM и CDP (составлено авторами) 
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Примеры 

Возникновение трещины зависит от выбранного критерия разрушения, как правило, 

основанного на максимальных значениях напряжения и деформации. Точная и эффективная 

оценка полей напряжений/деформаций в критических областях необходима для точного 

соответствия критерию возникновения трещины [14]. Также рассматриваются критическая 

нагрузка, вызывающая возникновение трещины, и соответствующее положение трещины. 

Кроме того, предлагаемый подход сравнивает результаты теоретической модели (XFEM, CDP) 

с экспериментальными результатами, полученными в ходе испытаний [15; 16]. 

На рисунках 11 и 12 ниже представлена динамика силы растяжения из-за смещения 

стеклопластиковой арматуры относительно бетонного куба B30, полученная в ходе экспериментальных 

испытаний. Сравнение этих результатов с численными результатами, полученными с 

использованием методов XFEM и CDP, представлено ниже. Кривая нагрузка-перемещение 

показывает приемлемое совпадение с экспериментальными результатами [17; 18]. 

В таблице 2 показано, что относительные погрешности максимальной силы растяжения, 

полученной с использованием моделей (CDP, XFEM), по сравнению с выражением составляют 

0,58 % и 1,41 % соответственно. Относительные погрешности, обусловленные максимальным 

смещением арматуры относительно бетона, соответствующие моделям (CDP, XFEM), по 

сравнению с выражением варьируются от 0,88 % до 0,22 % (рис. 12, 13 и табл. 2). 

 

Рисунок 12. Экспериментальные и численные 

результаты (ABAQUS) для бетона B 30 (составлено авторами) 

Таблица 2 

Сравнение максимальных значений нагрузки 

и максимальных значений перемещения с расчетами погрешностей 

Тип модели 
Выдергивающее 

усилие (F, кН) 

Погрешность 

(%) 

Максимальное смещение 

стержня до выдергивания (Δ, мм) 

Погрешность 

(%) 

Экспериментальное значение 6,2 
0,58 

0,45 
0,88 

CDP 6,236 0,45399 

Экспериментальное значение 6,2 
1,41 

0,45 
0,22 

XFEM 6,113 0,450998 

Составлено авторами 
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Рисунок 13. Зависимостей сил выдергивания (F,КН) (ABAQUS) (составлено авторами) 

 

Сравнение видов трещина образования 

В данном исследовании представлены разработка и реализация модели 

прогрессирующего разрушения бетона с армированием стекловолокном на когезионном 

интерфейсе. Преимущество метода XFEM заключается в значительном сокращении времени 

вычислений благодаря простоте начального определения повреждения. В методе XFEM 

пространство конечных элементов обогащается добавлением специальных функций к 

аппроксимации, основанной на концепции разбиения, на единицы. Для моделирования 

трехмерной трещины использовалась разрывная функция для представления внутренней части 

трещины. Исследуются характеристики расширенного метода конечных элементов для 

трехмерных статических трещин. Для описания прогрессирующего трещинообразования 

используется нелокальная интегральная модель повреждения. Модель XFEM, основанная на 

методе связанных сегментов и методе фантомных узлов, позволяет моделировать зарождение 

и распространение трещин по произвольным траекториям. Трещины распространяются 

одновременно от первой линии взаимодействия бетона с арматурой по всей поверхности 

бетона. На рисунке 13 представлена динамика развития трещин, полученная методом 

рентгеновского конвергентного моделирования (XFEM), в зависимости от времени 

приращения (0.1052s, 0.1488s, 0.3517 s, 0.9395s) на поверхности бетона класса прочности B30. 

Наблюдаются четыре наклонные трещины. По мере увеличения нагрузки, приложенной к 

стеклопластиковой арматуре, и перемещения арматуры относительно бетона класса прочности 

B30 наклонные трещины постепенно появлялись, достигая максимальной высоты (рис. 14). 

Представлена модель CDP, учитывающая явления упрочнения и разупрочнения под 

нагрузкой, для описания процессов накопления повреждений в конструкциях, подверженных 

высоким неявным нагрузкам. На рисунке 14 показано распределение повреждений при 

растяжении, полученное с помощью этой модели. Очевидно, что траектория начала разрушения 

на стороне растяжения в целом согласуется с экспериментальными наблюдениями, 

проведенными на испытанном образце. Однако определение магистральной трещины с 

максимальной шириной по этому распределению повреждений при растяжении оказывается 

сложной задачей. Повреждения на поверхности взаимодействия развивались в соответствии с 

приращениями времени (0.010625 s, 0.01659 s, 0.0263 s, 0.0796 s) (рис.15). 
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Рисунок 14. Процесс распространения трещины на поверхности 

взаимодействия с использованием метода (XFEM) (составлено авторами) 

 

 

Рисунок 15. Процесс распространения 

трещины, полученный из модели CDP (составлено авторами) 
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Выводы 

На основе метода конечных элементов, в частности метода XFEM и модели CDP, были 

рассчитаны, проанализированы и сравнены с экспериментальными данными максимальная 

интенсивность силы смещения стеклопластиковой арматуры относительно бетонного куба 

класса B30 и процесс распространения трещины на поверхности взаимодействия. Расчеты 

погрешности показывают хорошую корреляцию между теоретическими и экспериментальными 

результатами. Эволюция траектории распространения трещины под нагрузкой связана с 

начальным положением предварительной трещины. Угол распространения также связан с 

положением предварительной трещины. С увеличением нагрузки увеличивается энергия 

рассеяния повреждения, что отражает ускорение распространения трещины до полного 

разрушения бетонного куба класса B30. 
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Comparative study of crack propagation in (XFEM 

and CDP) models for fiberglass reinforced concrete beam 

Abstract. This research paper presents an in-depth numerical study of the complex processes 

of deformation and subsequent destruction of cubic samples of high-strength concrete grade B30 

reinforced with special alkali-resistant fiberglass, based on a detailed comparison with the results of 

field experimental tests. The main purpose of the study is a comprehensive comparative analysis of 

the effectiveness of two advanced numerical approaches, the extended finite element method (XFEM) 

and the Concrete Damaged Plasticity (CDP) model, successfully implemented in the ABAQUS 

software package. 

The authors pay special attention to determining the critical parameters of the stress-strain state, 

identifying areas of maximum stress localization at the inner boundaries of the phase interface, and 

modeling stochastic crack propagation trajectories under conditions of nonlinear structural response 

of reinforced concrete. The use of a synergistic combination of XFEM and CDP methods made it 

possible to verify the actual bearing capacity of the composite with a high degree of accuracy and 

describe in detail the dissipative mechanisms of brittle and viscous fracture characteristic of dispersed 

reinforcement. 

The results obtained emphasize the crucial importance of predictive computer modeling of 

crack resistance for an objective assessment of the durability of building structures. The study fully 
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proves the adequacy of the selected mathematical models for predicting the behavior of fiberglass 

under static load, which provides a reliable theoretical and methodological basis for the widespread 

introduction of these innovative materials into the practice of modern design and construction of 

critical engineering structures requiring increased operational reliability, corrosion resistance and 

resistance to intense external influences. 

Keywords: concrete; crack; reinforcement; fiber glass; ABAQUS; finite element analysis 

(FEA); concrete plastic damage (CDP); extended finite element method (XFEM) 
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